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TRAITÉ 

DE CALCUL DIFFÉRENTIEL’ 

ET DE CALCUL INTÉGRAL. 



SECONDE PARTIE. 

CHAPITRE PREMIER. 

De l'intégration des formules différentielles 

qui NE RENFERMENT qu'UNE SEULE VARIABLE. 


^361). Il va ^trc quedion de l’intégration de la formule dilTérentielIe Xixl 
dans laquelle X eft une fonâion quelconque de la feule variable ar &c de conf- 
iantes. Premièrement , fi AT ed une fraâion rationnelle , on pourra toujours , 
lorfqu’on connoitra les faâeurs du dénominateur, décompofer Xdx en une 

fuite finie qui ne renfermera que des termes de la forme de ax’dx , ■ 


mi* 


’Cf-t-f»)** 

/- T - - ; — TT-r ; n eft un nombre entier pofitif , ec « , é , 0 , a 

(/>-»- tpi* cos. C-I-J**')’’ ’ >»r>7 

font des co-efficiens conflans quelconques ( n°*. 836- Juiv, ). 

L’intégrale complète de a x’dx eR -3- e, hors le cas de /s=— ; 


■ I 
mi* 


eR. 


où cette intégrale eft log. ex* : celle de , , , ^ 

à moins que rt ne foit = i , car alors cette différentielle devient . * ^ * 


, dont 


1 intégrale complète êft — log. / ^ * . Il refte la troifième formule 

, • * 

( * ■+“ à x) i X , 

(/>*-*-ifîxcos.Ç-*.j**Ÿ ‘I"' propoferons d’intégrer d’abord dan» 

le cas de /i = i . 

Fartie II, A 


*, Du CALCUL DIFFÉRENTIEL 

^ ( 3 (îi). Je fois -f- 1 J X cos. C -t- <^x'’ = t , & prenant de part 5c d’autre 
la différentielle logarithmique, il mç vient - * ■ ^ ^ -H a ? 
d’où je tire 

r . X d X 

f^-^xpqx cos. / 


f * -t- a/ f * cos. f ^ / 

— ' P d xco%. C Q, 

: — — . ■ -A - — ■ n -S" > ^ 


* f P* ip ^X CO$. I» — 

( o ^ ^ 7 — h P COS. C X . 

p'^2pqx QO%. xq- t q /‘-+- x cos. ÎH- ^'x* * 

Ainfi tout fe réduit à intégrer — il Mais je remarque que 

P i/>f X cos. ;-t- 

P' -^r 1 pqx cos. C +q- x'-z=p- fin. C‘ cos. ~i~z pqx cos. C -t- y ‘ 
(car , le rayon étant 1 , fin. C‘ -+- cos. C* e= 1 ) =^> fin. C--i-(p cos. C 4- qx)' ; 

donc fi je fais p cos. C4*ja: = ^«<fin. C,8t par conféquent dx = fn ^ > ^ 

1 

* — — J fe changera en celle-ci 


la formule diRrêhtlelle 


/>* -^ipq X cos. « •+- X* 
ù— i ^ qui a pour intégrale ft . '?" . ? . Donc la formule différentielle 

Pîfin. fiffin. f 

^ '* ~*~ * - * V - — I — r * pouf intégrale complète 

P* -t- apf xcos. c-r-î x ° 

-iy log. r 4 - * * ~ tang. « 4- e == JL log. (/»‘4*»/>î* 

*9 ° Pf'lin.i, ° xq'- ° ‘ 

,\ , tfff — ^pcos. C fcos. C- 4 *^x , 

a- *‘) 4- ■ ^ ; . A tang. C ^ . 4- t. 

* * P q^ An. ff ® /»rin.C 

Au lieu de la confiante arbitraire c , je puis écrire c'— * ^ J 

... . f^Min.C An.C ' 

Sc de cette manière les deux derniers termes de Tintégrale deviendront 

c-' “s- '“S- "£f) + 

cr ( n“. 9) nous avons démontré que, le rayon étant pris pour l’unité 

tang. ( y — f ) = JîlîÇl/ ; donc 

> 4- wng- r «ng- 1 s 

^ ^ P COS. f — I— f X 

.di tang. J- , — 

^ lin. • 


> ^ cos. b __ V ^ 

4 tang, — = A tang. 


' q X cos V 

En faifant ces changemens , au lieu de l'intégrale complète trouvée précédem- 
ment , on a celie-ci t 

q X An. C 


-^log-(/’' 4 - 2 />f*cos.C 4 -f>x») 4 -^i — tang. , 

*f pq'm.t, p-(-fXCOI.. 


+■ f'. 


(j<S 3 \ Le feul cas qui paroît échapper eft celui où C = Os «lors la diffé- 
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{a j 


• if P ' 


-4- e. 


reniielle devient i'* .—*■*) —* , qui eft égale à — - — — . -f- 
Cf-+-Î*)' f (/> -Hî») 

dont riméçrale complète eft ~ log. ( p -4- g x) — — ^ ^ 

Mais (î au lieu de fuppofcr C = o, on l’eût fuppofé infiniment petit, ce qu’on 
exprime en écrivant pour cos. C l’unité, pour fin. C l’arc Clui-méme,5c 

pour A tang. — f ; la formule intégrale du n°. précédent auroit donné dans 

’ f-i-gxcoi., 

ce cas<l -4- log. f p-f-gx) j f - j — •+-c> ou, mettante— «<; pourc', 

(364). Nous aurons réfolu complètement le problème , fi nous pouvons faire 
dépendre l’intégrale de ■ ^ ^ 


J X 


(/>’ 


1 P gx cos. • ■ 




de celle de 


, . . — ; car en defeendant toujours de la même manière; 

{p‘-hipgxcos.^-t-g‘x‘) » 

nous parviendrons enfin à une formule différentielle que nous faurons intégrer. 


On fuppofera 

r (a -4- 

J(P’- 


Bx r 

)$.:-4-î‘x‘)" v(V- 




' {j>'-g-ipgxcos.Z-g-g'x')'~*~' {p'-t-ipgxcos.:-l-g‘x‘y ' J {p's-tpg xcos.:~g.g'x'y* 

A , B, K étant des co-efficien$ conllans indéterminés. En différentiant & divifant 
par on en tire 

a -t- t X — « JJ x") (lpycos.C-4- a?*x) 

(p‘H-apfxco 5 .C - 4 - 4 * x' ~ Ce’ ■+- xp g xcos. Z -g- g' x')’“^\ I" 

B-y. K 


(p’ tp g X cos. î 


ryv. 


& rédaifant tout au même dénominateur , après avoir fàlt pour abréger 
B -y K==H y on a l’équation identique 

a-^hx=xHp^ — xAnpg cos. C-+- (x H — ^Brî) pgx cos. i — xAng^x-^ 

{H g' x5/Jf»)ar‘, 

qui donne 

Hpx — 1 Anpgcos.Cxxiaf^xFf—xBn^pgcos.C — xAng^xxxl’yH— xBn^Oi 
& par conféquent 

X Bnp' — X A np g cos. C = a , x B np g cos. C — xAng^ ■=. é, 
d’où l’on tire 

( » /î — ! ) ( a g — h P cos. » ) 


. agcoK.Z — tp ag~èpcos.t 

xnpp{u\fi'’ ^ xap' g fin. C* ’ 


xnp giia.î 
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Le problème eft donc réfolu , Sc on a 

^ cos. C — tf'-t- ( f CO!. C) * 


A 


[p -t-zp^xcos.i^ i]*x y 

(lO— t P CO!. « ) rf J 


2 np‘ f fin. i‘ ^p‘ * F î * f î’ »*)“ " 

On voit de plus ( comme Jean Bernoulli l’a dit le premier dans les Mémoire* 
de l’académie de 1701) que l’intégrale complète dé toute formule dilJérentielle 
rationnelle ne peut renfermer d’autres quantités tranicendantes que des logarithme* 
6 c des arcs de cercle; il nous rede à éclaircir les propolitions que nous venons de 
démontrer , par des e.vemples. 

(■165). On demande d’intégrer la fraclion rationnelle ? 

' ' a -+0 ff X -+• c X 

Si le dénominateur a fes deux faéleurs réels 5 t inégaux , on pourra les repréfentet 
par t f X , g -f- h X ; & la fraûion propofée deviendra 

( < ~~ J A — h f i X xf—ic Jx 

X 7 Z^r){g-^hx) ht— /s t-fhx 

dont l’intégrale complète eft 


àe—jg t-i-fx 

• h — hg los (f-A-*«) »f—it log (c ->-/'») 


ht—fg ' A — f 

Si les deux fafteurs font réels & égaux , on aura i Intégrer 

.{ah — hg)ix idx . .. „ 

i^g^TxY' + A^-r A*) ’ ^ '* 

h t — tg h h 

membre a pour intégra'e complette p - 1 - "p- log. (i’-f-Axr)-j-c. 

Enfin n les deux faéleurs font imaginaires , on pourra donner à la propofée la 
{a x) d X 

forme que voici : , , “s. î -t- j ‘ 

». ^ X* 

Soit encore pris polir exemple la formule difTércntiellc ^ r. 

On trouvera ,’par les méthodes expliquées ( n®. 90), qu’elle eft égale à 

(^1—Xyj2)dx ^ {2 — XlJ 2)d X (1 ^X ,j2) dM 

8(1 — xyj 2 -^-x^ 16(1 — xy'i-t-*') 8 (l-s-x V»-*"*’ )* 

' Donc = 

} V 1 X I X 

là ^ 1 — X ” 8 ^ 1 ( I H- .v^ X H- X* ) “^ lôy'i 


X V » 


log- T 6 ~ ^ ^ i^x' 


Mais 
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• ET DU CAtCUL INTÉGRA t.' 
Mais le rayon étant pris pour l’unité , on a ( n®. 9 ) 

tang. -f- î ) = -r=T,„-s.-7,-angl '' ‘>°"= 


^ » v' 1 

' ^ fsng. \_ -p : 


& l’intégrale coaiplète demandée eft 

I -4- « iV* 


' v' » 1 


K t . I-4-3fVÏ'*“* * Si 

‘ + r(T 7 ^ ■îëTT ‘“S- T -,vaH-«* ~ ^ '*"s- 

Il fcroit inutile d’ajouter un plus grand nombre d’exemples , après les détails oîl 
nous femmes entrés dans les (n”’. 8j 6“ fuiv.) Nous palTerons à la manière de 
rendre rationnelles les formules différentielles qui ne le font pas , en avertiffant 
qu’il ne nous fera pas podible de nous étendre beaucoup fur cette partie importante 
de la méthode des quadratures qui n’cft encore que très-peu avancée. 

( 366 ). On propofe de rendre rationnelle la formule ^ ^ ^ i t * 1 r 

Premièrement (n®*. 100 6* fuiv.) les faéleurs de d -+- é ar-t-e ar* font inégaux , mais 
réels & repréfentés par t-4-/ar, g-f-Aary on fera (<- 4 -/ar) (g-HA*) = (e-+-/af)'-^‘, 

d’où il fera facile' de tirer ac =a — — ar =s ^ > 

y [ (<+/*) = ^ ^ conféquent 

ÿ' ~ ( j I J r~ * 1 c ' a* ' ) “ ^ même ligne , cette formule 

rationnelle pourra être changée en Celle-ci ^ ~ ) * 

qui a pour intégrale complète log- *♦“ * a mettant pour { fa 

^ ^ f ) ifouvera pour l’intégrale complète demandée , 

1 , ^ (g- 3 -A«)- 4 -V^AV(t- 4 -f«) 

V*/ v'/V(«-HA*)-VAV(s-+-/*) 

Si les deux lettres / Sc A ont différens lignes , la formule rationnelle 

aura pour intégrale ^ ^ tang. ^ \/ — ; & on aura pour l’intégrale 

a V — f ^ { S ■4" A X ) 

complète demandée ypTÿj ^ «"g- 'y/ 

Mais les deux faâeurs de a -t- A ar c ar* peuvent être imaginaires ; dans ce cas 
on donnera à ce trinôme la forme que voici p'‘ ^ x p q x cos. C -H a* ; 6c 
Partit II. .B 
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6 Du CALCUL différentiel • 

fuppofant ceîte dernière quantité égale k ( -f- q x')'- , on aura’ 
rC'— »’) , — f </r( 1 — »îcos.;-4-j’ ) 


af(î — cos.?; > 

d X 

Donc dans le c.r- de deux faclciirs iinaginaires , — r-r — -r: rr- devient 

— </ r . , — I 

~ q( l — intégrale complète — log. { { cos. C) -J- < = 

— 1 , >/(,»'■ -t- 1 ? f» cos. î- 4 -^* »') — qx — pco<i.î 

—— Icg. — — -H f. 

Il ell chir que par les mêmes fubditutions on rendra rationnelle toute formule 
q>n ne renfermera que des quantités radlc.iles de cette forme ^ ( a-\- ix 1 x^). 
Ainli o.n pourra toujours rendre rationnelle la formule 

Kx‘'—'dx -f-7ar>r)~, 

fl i Si. s font des nombres entiers pofitifs ou négatifs ; car en faifant x'a=u. 
Cette formule devient — u* ‘ du(^n ^ p u qui ne, peut renfermer 

d’autre quantité radicale que ^ {^n p u qu’-). 

Dn demande les cas oi'i il e^ poffible de rendre rationnelle la formule 
Kx" dx {,p-+-q »')' ? Si s eft un nombre entier quelconque ou zéro, il fuifira 
de fuppofer x=jd", fi étant le commun dénominateur des deux expofans m & r. 
Mais li i eft un nombre fraffionnaire — , & qu’il foit queftion de rendre rm- 

V ^ 

T 

tlonnelle la formule K x”* dx jon fera p -f*f ^ d’ou 

en fubflituant ces valeurs , la formule propofée deviendra 

f TO-^I 

' , qui fera rationnaelle toutes les fois quç 


* 1 - 4-1 


- — fera un nombre entier quelconque ou zéro. 

Je donne à la même formule la forme que voici, 

• r r 

Kx t dx ( px — ' 4 -î) f ; & je fais px — ’ q =sx u\ 


d’où ipx—'+q), =u',X = Ç-^')r r 

— p,uf-Uu ^ P N- — I . 

t riuf-qy Kf~qy 


' — -f- — 

’ f » 


dx=x 
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.. — Hff'i au^ „ ^ , 

ce qui la change en celle-ci — t «qui 

'■(“ — î ) ' u’ — lj' 

eft rationnelle fi eft un nombre entier quelconque ou zéro. 


Jx 


Aiiifi on rendra rationnelle la formule , en faifant /»> 


& on la changera en celle - ci “ , dont l’intégrale complète eft 

Il U-l-X I * I 

T log- ^ = î •°s- 

Si j’eulTe fait -f- ar‘ ) = at -f-« ; j’aurols changé la formule propofée 

en celle - ci ; ta j'aurois trouvé pour l’intégrale complète demandée 


■4“ « 


— log- C V o-j log. ; jip 

En déterminant la confiante arbitraire par la condition que l’intégrale foit nulle 
lorfque x = o, on trouve 

I I \/ {p' -\-x' ) ->-K , P 

log. Par ces deux mêmes transformations , on rendra ra- 
tionnelle la formule Kx*Jx ^ Car fi l’on fait ar— '» -4- 1 =«*, 

elle devient ^ ; & fi l’on fait ^ (/>* 4-x> ) =x-4-«, on la change 

en c,iic.ci^ 5 ±t(C^y(£::^y. 

« \ y K J 

Laformule f ^lant propofie , on fera ^7^— V-? * 

•'»' = Cfr'^) ' • -=(f^) 

dg—l~( É^-ZlL — * y p'J~ ' du ^'(p'ii^— . 

èc comme par ces fubftitutions cette formule devient 
Ktu'^*~' du — I f'^' _}_ "N . 

r(j — î'u') ï — î'“^ « — 

•n voit qu’elle fera rationnelle toutes les fois qu’on aura pour un nombre 

entier quelconque ou zéro. 
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Du CALCUL DIFFÉRENTItL 

{368). Aililî dans la méthode det quadratures, on fe propnfe pour but prin* 
cipal de ramener une différentielle propofée à quelqu’autre différentielle que Ton 
Tache intégrer. Soient , par exemple , ces deux formules différentielles 

h x"" d X P q X')’ & i x’ d x {p-^q x')' ; 

on demande quand il eft polTible de faire dépendre l'intégrale de l’une de l’intégrale 
de l’autre ; ou , ce qui revient au même , quand on peut fuppofer que 

/hx“ dx {p -^~q X')' = ♦ -h K /x’ dx (p-t-q x')' , 

•F étant une fonâion algébrique de * & de confiantes , K un co-efficient _ 
confiant quelconque. 

On tire de cette équation = — JT x’ ) ( p 4-^ *')' d x U sft 

clair que 'F ne peut être égal qu’à (/’-+*?»')"'"' multiplié par une fuite finie 
de cette forme, B x^ ('x’'~^ *“-F- &c. , , S , C , &tc. étant 

des co-efîiciens confians, S< A, /x des nombres quelconques. Je fuppoferai donc 

fhx”dx (p-f - ?•*')' = 

'• 4 - /far* ) - 4 - Kfx’ d X { P q x']‘. 

Après avoir différentié cette équation, je divife tous les termes pardjt(/>-+»^ ar')'^ 
& je fais pour abréger {s-4-i^r=f;ce qui me donne 

hx” = (\ -1- f) q ^ **"*“'■“ ' - 4 - (A-t->»-4-p) qB -4- 

(A-4-lp*-f-p)f 6'ar*'*’*^"^'^ '-4- 

-q->,pAx^ * -4— ( A -4-pt)p>5ar*''^^~' -4 -(a-4-1/u)/’ C' ar*'***^ 

-+-(A- 4 - 9 pt)/.^_**-+-‘'‘”' -f- A«’. 

J’ordonne cette équation identique comme il fuit : 

r(A+p) , A /“•«"— 

L * -4- Ap/4x»— -4-... 

-t- H- {« -0-^)f>G*" -l- (* + »/»)/ W«*' 

j’ai laifTé deux places vacantes, l’une marquée *, l’autre marquée **, pour y 
pouvoir placer alternativement les termes — hx’" 6c Kx". Si je mets le premier 
à la place marquée *, 6c l’autre à la place marquée **, j’aurai 

^ — f- ^ — 1 = W J Jt4 “H ^ = O , A -t— fl fÂ. “ I t= Tl J 

d’où l’on tire A = ct — r-f-i,ju = — r6cfl-+-i = ". 

Or étant l’exprcflion du nombre des termes de la fcrie.^A'-4-6cc. doit 

être 


] = .; 
J 
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(!trc un nombre entier pontif; &c dani ce cas on a, pour déterminer les co-cf-, 
liciens , celte fuite d'équations . 

{") = qB \p A , 

(A-+-ipt-+-p) jC-+« P') P B = 0 qH-Y», 

( A (8— l).pt)p>C = OjK -+- ( A -t- i fx'^ P H «=a O. 

le mets le terme Kx" k la place marquée * , & le terme — A*» à la place 
marquée **; cela me donne 

A-+*r — i=«,/i4-r=o,A-+-S/x— i=m; 

d’où l’on tire A = n — r -t- i , u = — r & fi -+• l = ? . 

r 

A infi " ~ - doit être un nombre entier pofitif -, & dans ce fécond cas , on a pour 
déterminer les co-efliciens cette fuite d’équations 

(A) ( A-fi-p) -f- A= O, (>. ^-pt f) qB ypA 

(\-^l/x-^-f)qC-\-{\-^fx)pB = 0, (A'+-fip»H-p)j/f-f. 

(A-f- (fi — l) .pi)/>£r=0, (^X-i-ifx'jpHss h. 

On peut ordonner la même équation identique de cette autre manière : 



L * -h (a-<- p) J 

-f- + *• 

H-(a- 1- (<-i) -l-(A + *^H-p) 

en confervant toujours deux places pour y mettre alternativement les termes 
— Ajf" 6{ Kx’, Si je mets — Aar" à la place marquée *, &c Kx* ï 
l’amie place , j’aurai 

A 1 »=m,p*«=!r,A-+-flp»-i-r — l = n; 

d’où l’on tire fi i = LZZJÎ , qui eft l’une des conditions qu’on a déjà trou- 
vées. Cet arrangement donne alors pour déterminer les co-«fficiens , cette fuite 
d’équations 

(c) xpA = hy(x-^-p.)pB -4- (x-{-f)qA = o y (A-4-apt)/>C-f- 

(X-*- fx-i- f)q B = O (A-l-6/*)y7^f-J-(A-f-(fi — l),/u-4-p)f(raO,' 

A -f- ( A -+- fip* — |— P ) qH = O, 

qui ne diffèrent pas des é<|uations A, comme il fera facile de s’en aflùrer en 
fubAituant dans les unes 6c dans les autres , pour fi -f- i fa valeur ” 'ÿ ' " > ^ 
Partit II, C 
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«leltanC K x’' à la place marquée * &C — Aac* à l’autre place, on trouvé 
X I a n , fi = r X -t- 8/U-+- r l == m, 

<l'où l’on tire i i = 1 


1 , qui eft l’autre des conditions qu’on a déjà trou- 
vées ; & on aura pour déterminer les co-efTiclens dans ce cas - ci une fuite 
d’équations qui leror.t les mêmes que les équa'ions «. Ainfi ce fécond arrange- 
meni ne nous apprend rien de plus que le précédent; &t le problème n’eft pof- 

lible que lorfque l’une de ces deux quantités ou ?-~JZ eft un nombre 

entier pofitif. 

Si I , & eft par conféquent un nombre entier pofitif, le* 

équations a donnent 






.H=~ 


(m — « r l)p G 


(t» — Ot 

fkx’‘dx = 

[m — T - 4 - l)f (l) ( m — 1 r 


(i — s) • f H- 1 ) y 

, A = — (ot — (9-Hi)r-4- i)pH; 
h 


& /Aar-ifx Q — I ,r-|-i)î 

' ) f(») 


i)t-+- i)j*' (ra+(r — »)•'-»- l)î*' 

(m — + \ , (w — r-f-l)(/n — (» — (»-f- ,) 

h (Ay-+-'/*vx ip-^qx^y. 

Si " ”* = fl -1- I , & cft par conféquent un nombre entier pofitif, les éqna- 

r 

rions c donnent 
h 


^ (m ■+(/-!- iVr-f-Q?^ ç ('"-t-(r-t-s)T+ i )^g 

{m -J- 1 ) f ’ { * -+- r -+- t) P ’ ('" + »'■ -+- « ) F ’ 

, A:= - (,n ^ (s-H fl 4- 1 î . r -H I ) yAO 

& (B) fhx"dx (^p-^ qx’)’ {p ^ q x’)-^' CT '^Vof 

("■-!- (r - 4 - »)-r 4 ^ !)?«'(») _ 

(lü 4-r 4- I )F (m4-ïf4 -l)F 

(m 4- (j-t- «) • r+ 1) j *'(0 ^ -r-t-l) 

(m4- «r4^F ■' t,« -1- iKoi-i-r-r i) (m-t- < r t- 


h ^fx’-dx ip -i-qx')\ 
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Il 


Dans l’une & l’.imre formule , ( i ) mirque le premier terme de U fuite finie , (l) le 
fécond, &tc. ; quant au dernier terme de chacune, il aura le (igné -(-ou le 
(igné — , félon que 6 -f- 1 fera pair ou impair. ^ 

X ' 

(369). Nous trouverons, par exemple, que l’intégrale de ^-^j-rp^,j,«e'tant 
un nombre entier pofitif, dépend de celle de ^ ^ 

log. ( X •+■ V^(i-(-x*)) lorfque .v* a le ligne •+• , ti fin. x lorfque x‘ a le 
figne En effet , —y—, étant égal à c, e(l un nombre entier pofitif; on fera 
ifage de la première formule , & on aura 

C-^— v' ( . -h xM r— — _ » , 

(ar — i)(îr — ;)»■• — » N (i r-i)(ir— ;) P <i * 

— 4) y i)(2r— 4)...^i) '' 

' ^ X*- d X 

Si e = 1 , la propofee eft 9 qui a pour intégrale compicte 

± 7y ( * ±*‘)+ï/v (> ■*“' 

d X , 

fi e =â a , la propofée eft ^ ^ 4- ' x ~) » ft“‘ * intégrale complète 

En faifant ufage de la fécondé formule , nous trouverons que l’intégrale dé 

d X 

, < étant toujours un nombre entier pofitif, dépend de celle de 


V « 

éx 




7T (r^ - ) V( T ± »’)-(-. • 

égal à r , eft un nombre entier pofitif ; 6c on a 

7 **'-*-' V ( ^ ^ ^ ^ 2r(ar — ï) 


(it — 0 (i 


•î)*“ 


X- 


a t(xi — i)(i‘ 

</ X 


■ 4 ) 


■]± 


(gr— I )( 7 f— f ) 
ie(s 


( 0 , 


— 2 )(ar — 4 )....W'-^‘^ 


4 )....(>)' 


d X 


' * V ( »:t ** ) 

Si < I , la propofée devient ~ , 6c a pour intégrale compléta 

vf(i±*’) , r ■/* 

II? — ^ V " 


Digitized by Google 


Il Du CALCUL différentiel; 

fi <=i, la propofée devient ^ ^ intégrale complète 

yj (irt-*-’*)C dr ] H / — 77 rc ~H « ; &c* 

Il pourrolt arriver que — étant un nombre entier pofilif, & f un 

nombre entier pofitif ou zéro; ou que ” étant un nombre entier pofitif, 

un nombre entier négatif ou zéro , un dei termes de la fuite finie 
fût 1 ou infinie, & que le problème ne fût pas réfolu. Par exemple, on verra 
aifément que ^ ^ P** dépendre de • quoiqu’on ait 


m = o, n = — 4, r==z, & par conféquent 


un nombre entier pofitif. 


On fait que la première de ces quantités eft la différentielle d’un arc de cercle ; 

l’autre a pour intégrale ; — ( i —*'’)• tous avons démon- 

î * 

tré précédemment que dans les deux cas dont il eft ici queftion , la différentielle 
h x” dx (/> -H qx')‘ pouvoir toujours être rendue rationnelle. 

( 570). Les formules ^ B donnent h x"" dx p -t- q x' )’ intégrable 
algébriquement dans les deux cas fuivans. 1°. Lorfque m — ( 9 -f-i ) f •+■ i fera 
zéro fans que m -(- ( a — 8) r -f- i le foit , ou toutes les fois que s n’étant 

pas égal à — I , fera un nombre entier pofitif; 

1°. lorfque ra -f- ( s -4- 8 -4- 1 ) r -f- i fera zéro , fans que m -+- 9 r -4- 1 le foit 

ou toutes les fois que s n’étant point égal A — 1 , ~~ î^ ' — •* fera un nombre 

entier pofitif. D’où il fuit que les deux différentielles -tt rn & 

Vf « 7 t* ) 

d X , 

»“ V ( ' toujours un nombre entier pofitif, font intégrables 

algébriquement. L’intégrale complète de la première eft 

r «” _ U — a) x "~* \ 

V — ï r -+• I ( î <'-t~ I IC** — O — ■+■ •)(** — ')(*' — }) " y 

V { J )-!-«. • 

la fécondé a pour intégrale complète ’ 

r — N 

V. îf— I * (ï<— I ) (î< — 3 ) — 1 ) ( 2 .- 3 ) ) • • • ^ 


✓ 
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Je fer.ii en paflT.int une remarque qui, pourra paroitre im< 5 reffante. LîiiRcaralc de 

jx . . , ‘ ~r ' *■ 

^ ^ — ~3t^ ’ qu’elle s'évanouilTe lorlque jr~ o, d. vient — 

lorrqu’on fiit x= I » » étant la demi-circonférence dont le rayon eft i ; s’il étoU 

/ * X** J X Jx 

^ I X ‘ ) ’ 

les mêmes hypoihèfes , les formules préctdenles donneroient • -.../.i >. 

/’ »•*</» l• 3•^ — I w /’ ' i!x 

J >/('—•*■) 1-4-6 a< ï 'J Vf*— *‘) J'5‘7 -t- 1 ^ 

, r x'‘dx . rx'’-^'ix I » 

*‘) y V (>—■*’ ) » « -t- 1 " 

Soit X = cela pofé , comme a étant pofitif , a: = o dqnne { »== O , & x = i 

donne ^ = i , on a • • . „ 

.X /"îJ:ll±LlZ! __j_ JL.' 

J VC* — 1“) J ’V(« — 1‘‘) X.r-+-I ■ » ’ 

ou ( (aifant 1 1 X -+- A — i = /x , d’où Pon tire z < -+- i = — - — ) 

r ‘__î JL 

' ./ V (• — {’*) ‘j V (•—<**) ■ * > 5 

Ainfi le produit de ces deux intégrales , prifes de manière qu’elles s’évanouiflent 

lorfque x = o, devient j, | ~ 7 ^ • ~ lorfqu’on fait x:^ l ; & il pourroit 

arriver que chacune en particulier ne fût ni algébrique ni dépendante d’un arc de 
cercle. 

( Î7l ). Lorfque l’intégrale de h x” J x (_p -i-qx’)’ n’étant point algébrique.,' 
on voudra l’avoir enfuite infinie , on pourra faire ufage de cès mêmes formules qui 
donneront pour intégrale approchée l’une ou l’autre de ces deux fuites dont on 
choifira la plus convergente. 

, . r A*"""'"’"' (m — 

+ )— 


(U) 


, )p(j) • 

‘ x' r f"-» 


f» -4- I i)t »’(») 


I )/> 

(w- 4 -(j- 4 - i)tA’(i) ^ Y 

C *“f- sr .+■ I "J 

. Mais on ne pourra pas faire ufage de la première fuite , lorfque — T 

un nombre entier pofuif ou zéro j on ne pourra pas faire ufage de la fécondé , 
Ttnit II, ' D 
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lorfque — — — fera un nombre entier négatif ou zéro ; 6c on ne pourra faire 


ufage ni de l’une ni de l’autre lorfque les deux chofes auront lieu à la fois. Au 
refte, nous avons déjà remarqué que dans tous ces cas la différentielle pouvoit 
être facilement rendue rationnelle. On obfervera encore que pour trouver de cette 
manière les intégrales complètes, il faut, en intégrant, ajouter des confiantes 
arbitraires; 6c lorfqu’en faifant ufage des deux fuites , il fera polTible d’avoir 
l’intégrale complète d’une différentielle propofée fous deux formes différentes j on 
fie fûppofera pas qu'elles rentcrmcr.c chacune la même confiante arbitraire , car il 
efl évident que les deux fuites diffèrent d’une quantité confiante. 

Enfin, pour donner un exemple, je propoferai de trouver en fuite infinie l’intégrale 


complète de 


dx 


qui fera la valeur de l’arc qui a ar pour finus , le rayon étant 


égal à l’unité, ft elle efl prife de manière qu’elle foit nulle lorfque x as o. A caufe 


de m=xo, r=at ,-»= — 7, on a — -+■ f = o , 6c il efl clair qu’on 
ne peut faire ufage que de la fécondé fuite qui donne 

A(\n.x= Çx-\- -h -t- Scc. ^ v' ( *' ). 

Lorfque x = l , l’arc efl 'de~ 90^ ; cependant à caufe de ^(1 — •*’)— o» ott 
pourroit être tenté de croire que nous avons trouvé o pour fa valeur. Mais en y 
faifant plus d’attentihn , on verra que la fuite qui a pour faéleur o , efl -j ou 
infinie, 8c qu’ainfi nousn’.avons trouvé pour l’expreffion de l’arc de 90“ que |, 
ou une quantité indéterminée , ce qui n’efl point abfurde. 

{371). Au lieu de fuppofer que le binôme p-\-qx' efl élevé à la même 
puiffance dans chacune des rlifférentielles , nous le fuppoferons élevé à des puif- 
ûnees différentes ; 6c nous demanderons les conditions qui doivent avoir lieu pour 
que l’équation 

fhx" dx{p-\-q X' )'=! J*' Ÿ -4- X /x" d x 

foit poffible; par >F on entend une fuite finie de la forme de celle dont nous avon? 
fait ufage dans le problème précédent. En différentiant on aura , après avoir 
divifé par dx , &L fait pour abréger (s-+'i)-ficïp, 

dif 

A y" (/» -hî*" )' =,P f (/'-h î 77 


K x’ ( P -i- qx')\ 

Maintenant ou s efl plus grand, ou il efl moindre que r; s’il efl plus grand ÿ 
je ferai s — t = t , 6c je chmgerai l’équation précédente en celle-ci, 

= ‘ ^ -f- X x*. 

Soit (/> -t» 2*’ * Ÿssn; en fubflituant dans la dernière équation pour 
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(p-i^qx' y y ■— valeurs , je trouve , après avoir 

fait pour abréger ( f = 

II eft clair que pour qu’on puifle fuppofer 

n = *'*-h 

il faut que t foit un nombre entier pofîtif , & fi cette condition n’avoit pa» 
lieu , le problème propofé ne feroit pas pollible. Mais cela étant , on a 

kx” "t* f *=(«)►... ),hp^ q x“‘ ri"’’ -f» 

-+- i)t^ 

c’eft le premier membre de notre transformée , le fécond fera compofé des deux 
fuites 

(C) x)^ X* ‘ 4 -( î'-t- î .( ^ -I-m) B 

(h) pkAx^-^ -J- (x+/a).;»i?x^+'‘''‘+(x-+.i,.)./>Cx"-^"'‘-V 

-(- ( X 4/u) •/> A x'*' *, 

Ce des deux termes K p x* K q x" Si l’on fait p -+- r = o , les deux 
fuites C Sc H n’en feront qu’une que je repréfenterai par 

(é') A' '-t- fl'x'‘“‘ -H H-f'x'‘“"’”'. 

Tordonnerai la transformée « = /‘-f- Kpx*-i-Kqx*-*-', en mettant le der- 
nier terme de la fuite a. fous le premier de la fuite t &t Kp x* fous le dernier 
terme de la fuite é’ , ce qui donnera 

• r = x-+-r — l & X — - 6 r l = n , . 

d’où l’on tirera " ^ " -4- r-4- i e= 6-4-1. Je mettrai le premier terme de la 

fuite X fous le dernier terme de la fuite &c JT^x'-t" ^ fous le premier terme 
de la fuite /■, ce qui donnera x — ôr— - i =x ot &: x — i = o, d’où l’on 

tirera — - — > 4 - i k: 6 - 4 - i . Je ferai ss r , &C les deux fuites C 6c u n’en feront 
qu’une que je repréfenterai par 

(c) A" B" x^'-f- -f h r x''-^- C*+ 0 •. 

Tordonnerai la tran.'formée <t=«-4-/C/>x”-4-J^Î'*t*"^’ 'f mettant le premier 
terme de la fuite e fous le premier terme de la fuite <,&( Kqx’-t-' fous le dernier 
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ternie de la fuite e , ce cjui donnera A — i =/n . r — i = n-+-rf 

G OU je tirerai — ^ i s=ô-|- i ^ qui cft une des conditions déjà trouvées. 

Je mettrai le dernier terme de la fuite a fous le denier terme de la fuite «, 5 t 
Kpx’ fous le premier terme de la fuite t , ce qui donnera 

m-^-(T-t-i)-r=A + ^6-t-l)-r’ — I&A — l=/i, 

d’où je tirerai — -f. t i = 9 -4- i , qui eft l’autre des conditioas déjà 

' , ^ I . ■ « — n *— ra 

trouvées. Ces deux équations — - — =e9-j-i oc — - — - 4 . i «= 9 -j- i 

montrent que quel que foit le nombre entier pofiiif t , le problème ne fera 
poUible que lori(|iic la différence des deux expofans m &1 n divifee par r fera un 
nombre cmicr, &c. 

(373). Nous avons fuppofé jufqu’ici que dans la différentielle X d x , X étoit 
une fondion algébrique de x &c de conftantes ; maintenant nous regarderons 
cette fondion comme pouvant renfermer des qiuniités tranfeendantes telles 
que des logarithmes, des arcs de cercle, &c. D abord on propofe d’intégrer 
pdx log. ij , où P &l q font tleux fondions algébriques de x 6t de conftaates } 
Par une transformation dont nous avons fouveiu tait ufage, on trouve 


Jpdx log. f=log. qfpdx — l(jYfpd:^. 


Je fiippofe que par les méthodes précédentes on ait intégré p d x, & je nommé 
é' cette intégrale ; on aura 

fpdx log. q — y log. q ! 

•6c fl pat hafard f' étoit une fondion algébrique de q ou de log. y , il ne feroit 

é a 

plus queftion que de faire en forte d’intégrer par les mêmes méthodes. 

Par exemple, fi la différentielle propofée étoit x'dx log. x; à caufe de pax”, 
6c de y = X , on auroit 

V J t l n-4-1 J q (n-f-r)' 

Alnti, hors le cas de n= — i , 

/x" d X log. X = £ -4- (log. X — -irirr) i 

lorfqtie n = — i , la transformation précédente donne 

J ^ log. X =r ( log. X ) ‘ '«S- * > . . ■ . ' 

6c par conféquent J~ ~ (log-Jt)'* 
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et du calcul intégral. 

Je prendrai pour fccoi'.d cxcrnp'e U difTérentielic log. x. On a p =» 

, J =i X , & par CO •■féqucnt 

/• = — log.(i log x =— Iog.xIog.(i— x)-»y^ log.'i-x). 

Ou trouver» de la meme m.iniiire 

j l‘'g' * — x' = I 'g. X log. (i — X-) -f- _ - log. X ; -■ 

ê< en fiii'rtioiani cette valeur, on tombera d ns une éj .l'I >n identirpe, tjui 
n'.apptei;d a rien abf u'.umeiit. Mais ft ava>.t de taire aucune traustuiiiiation , nous 

réduiHMis - en férié -, nous aurons 

l — e ’ 

— 1. g. X = ./x log. X-i-xJ* log. X -+- X' J X log. x-l- tic. Sc 

a X log. ,T »• x> x’ x‘ X* X* , 

- =log. X X-1- — -H- -f-StC.) X T— &C. 

I X O 135'^ 49 16 

1 St ' Ji ^ 

On fait r|ue log. = x-t-— -4-^ H — - ■+• &c. ; donc 

^x'og. r , , • X* •*' »* « 

— ; , — = log. X log. — — X — "T — «e* 

i — Jt ® * 4 y lO 

fl cette intégrale doit être prife de manière qu’elle s’évanouiffe lorfqne x=o. 

I r • X log X </ y I 1, , • ■ 

le fais I — X = , o£ j ai -■ ' — = — log. , d ou je tire 

V * -f -r -4 + «<'■ 

Pour que cette intégra'e sVvanouiflTe lorfgue x ■= o ou lorfque^ = I , il faut 
faire c = 1 — ' — i “ 77 — &c. ; & on aura 

l«g-* 

y' 


J 


J 


4 9 ■ 16 

-TT — I — î ■ - ; — ' T — 

Lorfque^t=xi yiua aufli == j ; & il fuit de l’équation précédente que s’il 

X ' ■ 

étoit pofllble de f^mmer l.i fuite x-*- — ^ H îcc. dans le cas de x = i , on 

auroit encore cette fomme dans le cas tle x = i. Or Jean Be noulü a démon- 
tré que la fui’e i , -1- Sîc. avoit po.ir foiiinie la (iiiôme pittie de la dciuie- 
circonféicnce dont le rayon cft l’u.iiré ; voici celte dcmonllratiua. 

(374). Nods avons vu (n®. 164} que 

a- i’ 

fin. s = s ~ - - — ; — ; — ■ — ^ — r-T— L -t- &c. ; 


i’umc IJ. 


a . 3 • 4 • î 


1 . 3 . 4 . 3 . 6 <7 
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Du CALCUL DIFFÉRENTIEL 


cette équation étant réfol'ie , donneioit le nombre infini d’arcî qui rénondent 
au même finus. Si nous preHOns fin. j=o, nous aurons le fécond membre de 
l’équation = o, & l’ayant divifé par s , il viendra 


&c. 


w 1-3 i-3-4.5 ï-3'4-j.6.7 

où les valeurs de i ne peuvent être que les multiples de la demi - circonfé- 
rence ; c’eft-i-dire que ces valeurs feront », i», 3 ^, 4 », &c. Soit 

J*= — , notre équation deviendra 


-H 


-y-f-&c.=o; 


3. a • 1.3.4. J. a‘ 1.3.4. 3. 6.7. «ï 

or fi nous multiplions tous les termes par la plus haute puifTance de u , nous 

aurons une équation dont le fécond terme aura pour co-elficient ^ ^ , mais 

par la nature des équations, ce co-efficient, pris avec un figne contraire, efl 
égal à la fomme de toutes les racines ; donc 

i=>.'»‘“f~*!(i»)*-4-i:(3»)‘-t-i:(4»)*-f- 5tc. 
d’où l’on tire , en multipliant les deux membres par »*, j »« 1 - 3 - i -f- 4 . &c. 


Le co-efficient du troifième terme, c*eft-à-dire ^ ^ - , eft égal à la fomme 

ptorluits qu’on peut former en multipliant toutes les racines deux à deux , 
c eft-a-dire qu’on aura, comme on peut s’en alTurer par un calcul fort fimple, 

1 :»4-Hi :Ci»)4-+-i : (3 »)«- 4 -i:( 4 ») 4 _f.&c. = (i)‘- . 

& par conféquent ^* == i ^ ~ ^ -L ^ ^ ^ $cc. 

En faifant fur les autres co - efficiens des remarques analogues fondées fur 
la nature des équations , on parviendra à démontrer que la fuite infinie 

_ . I . I . I _ 

I -t- J», -t- J.. -+- •+• Sic. n étant un nombre entier pofitif, a 

pour tomme »* multiplie par un nombre rationnel. Il eft dilfc démontré que 

la fuite infinie x -d- — ^ ^ Sic. eft fommable dans les deux 

cas de * = i & de ar =. i ; elle a pour fomme dans le premier , »' , & dans 

le fécond, j »*^ j (jf>g. x)'. Telle fuite qui u’eft pas fommable , telle tliffé- 
rentielle qui^ n eft point intégrable , pour toutes les valeurs de ia variable, 
pourroient I être pour quelques valeurs particulicrts ; Sc y a fin très - g uirl 
nomb e de queftions importantes dont la foiution dépend de lemblables re- 
chercues, . 
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ET DU CALCUL INTÉGRAL, 13 

( Î71 )• O" «Itm-'ii-ile d’intégrer ( log. x)’dp,oup une fonaion de * & 
de confiantes ? Ou a 

/(log.*)’i/>=i/»(Iog.jf)’'— (log. ;r)- — .. 

J’intègre Ô£ je nomme F cette intégrale ; il fuit de-là que 

Nous trouverons de la même manière, en nommant F' l’intégrale de ~ ^ * 

Fdx * 

— (log.,).-. e=r (log., 
en nommant F" l’intégrale de . 

(Iog.sr)"-tee.f’"(log.ar)— . - (n - j ) 

& ainfi de fuite. 

Donc /( log, xyjp = p( log, xy-nF (log. x)—’ ^ y. 

(\oi.x) — ^-n{n-i)(n^x)F"{\og.x)n-,.^(^^^ 

Soit p=sx” ; on aura F =x - — , F' = . f"' s= — lUr • 

n ^ m * f 

6t par conféquent 

f(\og.x)-x-—dx=^-Ç [(log.*)’ — ~{Iog.*)--.+!ll-;LO 

( log. *)» — • i 0^” (log.*)«~i.t-gtc. ]. 

Lorfque rr, = o , on a à intégrer — ( log. *)’,&: alors la fuite précédente ne 
donne rien ; mais 

y~(log,*)"=(log.*)--i-._„ y",^(Iog.;^)»^ 

d’où l’on tire y ^ (log. x)" =. ( log. * )■ -f\ 

Hors l’exception dont nous venons de parler , cette fuite donnera toujours 
1 intégrale & elle fe terminera toutes les fois que n fera un nombre entier nofitif- 
on aura dans ce cas ^ » 

/ ( log. xj^x-->dx=.^[( log . ^y — ~( log. xy-.^ "-L^7-LÎ _ 

(log.*)- — . _ ^ '- MJ - ; .. — " j; 

quant au dernier terme, il aura le figne -+- lorfque n fera un nombre pair , & 1* 
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lO Du CALCUL différentiel 

ficne — Inrfqu’il ùn imp.iif. ' 'ppofinl qm m folt pofitlf, l’i itégr.ili pr-V'^-> 
du )te tft P i'e <le nu iièrc qa’cilc Ibit nulle Ipilijue jr = o ; l’aurui d ..e 

-J--' — pour ce que «k-vient l’iitcg-ak' de (Ing.xVA’’ — ' x , 

lorfqu'oii fuit r =r i , ce"e I itcgr.i'e é a u p Ife de ninnière quV'e s'évanouilTe 
lorique x — O , bien tMtcn.Iu (j e «’ e(l toujours un nombre politif quelconque , 
& n un nombre entier polirif. 

( 376). Lorfque n fera un noinb'e entier négatif, ou lorfrjue n ét 'nt un 

I * * , 

nombre entier pofiiif, on aura ; ou donnera à la diiTéreuticlle propolee 

i ^ * 0 

la fo'me que voici : f x 7^,;.-;-7yr ; ce comme 

J TCWi.'Tÿ "" K-, *)’-•’ 

/ P* J X — V* X _______ » / * ^ • r** X 

(üv-iy “ (» — > ' J ( 'os- * “ 

Soit d • P X = p" d X ; il vient 

f’ p‘ J X — r'» I r_ ^ • r' * ^ 

J'(î^x) ' (n — 1 ; io£-*;"~’ ’ 

Sc , fdii'aut d • p" X — p'" d X , 

/ ^dx —p‘"x ,_I r d • k'" « . 

y A ~ (n — 3)\lo^.*)’~» — c'oâ.Aj'~* ’ 

En opérant toujours de même, 'on trouvera 

/ ’ a p ' r* * e" * 

(loS- *)' ^ ~ ('’—■) ( los- ~ * ~ V" — I ) t n - » A*>S-* 

e'"* I ( jt’LLl. 

(a — 1 ) (.« — i) (<i — }) (iog. j) » (n_ 1) I / (log. X ) 

. Pour rendre cela plus clair , je fiippoferai p ;= x“ , d’où je tirerai 

p' e= m X , p’’ =■ m- X " — ' , p'" = («• X " — ‘ p"' = m’ x” — ' ; 

. /"« * ' dx x^ , m i” 

('‘S-*)’ C" — ‘ ^n— i)C/i — a)(lOj5. a)'~‘ ■" 


(" — «)(" — »)('> î)( Ion- » ) ' — ‘ 

_L. m*— ■ . 

,, f‘x-- — 'dx X- fx'^'dx 

' " Th-*)* 'ogTir Iog. A 

/ jr" ' ix 3c"* m x'^ m* ^ x"* * 

^ (log.A*) ~ 1 ( log. A I • a lOg. x”^ J • a ^ log. X ’ 


Mail 
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ET DO-CAlCüt intégra t: 
X “ ' dx 


lA 


Mais on ne fait intégrer la différentielle — ^ — que dans le cas de m=o,' 


elle eft alors ^ ^ , 6c a pour intégrale complète log. log. x. Lorfque m n’eft 

loe. « , *" 'dx Jx 

pas zéro , foit *- = *, d ou 1 on tire log. *= -^ , 6c * 

U feroit i nportant de pouvoir intégrer cette différentielle en apparence fi fimple, 
autrement que par une fuite infinie ; mais on n’y eft point parvenu jufqu'ici. En 
fâifant log. « = d’oB l’on tire « = es, e étant le nombre dont le loga- 

rithme eft l’unité, .du on transformera la différentielle n en 

' I ^ log. Il 

celle-ci , qu’on réduira en férié de la manière fuivantc. U réfulte de la 

formule du (n°. i6j) que = i-i- î -f- f- &c. ; donc 




6cc. , 


‘-*-logî + î+ ITi + tttt 

6c mettant pour , log. u , 

“)*-+- ^ 7 “ (log. «)«-|-6tc.i 

on ne pourra pas déterminer la confiante arbitraire d’après les fuppofilions que 
l’intégrale difparoiffe lorfque u = », ou lorfque u =i i. 

( 377 )• Si l’on propofe d’intégrer pa* dx , oit p eft une fonûion quelconque 

de X ; i caufe de f a* d x = — a* on donnera à cette différentiene la forme 

que voici , b p d • a* , en faifant pour abréger = b. On fuppofera 

dp = p' dx , dp' p" d X , dp" = p'" dx , 6cc. , 6c on trouvera 
fp a' dx = bp a” — bfp'a'’dxi=bpa* — b^ p' a* ■+• b^ f p" a* d x 

b p a' p' X* -f- é* p" a* — b* f p"' x’‘ d x 

En continiunt toujours de même, on arrivera enfin à cette équation' • 

f p A* d X =s b A^ ( p b p* -4- b^ p'' ■■ fl p'" ........ p*' ) “l^ 

b'-f-' f p^"-^''>' A*dx s y ” - 

il faut entendre que la formule intégrale f A*dx eft la plus fimple que 

l’on puifle trouver de cette manière. ' ■ ' - 

6i p ^ x" { n étant un nombre entier pofitif ou zéro ) , p' = 

p :x=.n.(n — i) .x"~*.. . ,p-'=:n . (n — t). (« — i) .... i,/»!”"*"'*' = o; 

6c on aura . r ■ . 

fa' x" dx = ba' (x“ bnx ” — > ^ b' . n . i ) . — b* n i 

(n — X-— i . . . . 4 - b"n. f/i — i) . («— l) . . .'. i)-4- f. 

Partit IL F 
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»< DWè/tLffÜt ttïfï'ÉRENTÏEL 

On peut transformer la formule propofée de cette autre manière , 

f . pdx = a” fpdx log. a ,f (^ax^dx fpdx). 

Soit fpdx =2 f', ji'dx = y, fy‘ dx = &c. 

on aura ja^ pdx = log. a . V'a*-^ *')* V'a' 6cc. 

Ain(i cette transformation fuppofe que l’on puifîe intégrer pdx , l'dx , fcc. ; 
nous allons- en faire ufage pour réfoud e le cas ot'i la diS’frentielle propofée feroit 

étant un nombre entier pofitif. Nous aurons F =. * — ^ 

* («—O* 

/ ' j'iix ' . log. a f ‘ t'd x J* ■ 

J x’’ (n — i)x — * n — i / x'^ ^ (n — 

t . I°S- * . f ^ • _1_ 'os- ^ (‘ a'ix 'x 

n — a / ~~ J 

En continuant toujours de même , nous ferons dépendre l’intégrale demandée 
de celle-ci /a* — — qui réduite en fuite infinie, çft égale à 


e -4- log. ar + a: log. a -4- 


X* ( log. a)* x’ ( Ing. a )> 


'JL -1- &c. 


Mais' ni l’une ni' l’autre transformation ne pourra donner l’intégrale a^x’^dx, 
autrement que par une fuite infinie , lorfque n fera un nombre fraflionnaire. Si , 

* t 

par exemple, n = ■!» première donne pour l’intégrale complète de ^ ,, 

■ «H- -4^ — -h -1^ H- -l ’ -l f l -4- &c. ; 

V* V ** 4-* 8 *’ y 

• r , ' . 

l'autre donne pour l’intégrale complète de la même difFérenticlIe , 

-4- v'* r » — -H 1 1' + &c. 

V } S • 5 3-Î-7 y 

Je gaffe i l’intégration des fonâions différentielles qui renferment des arcs de 
cercle 8 t leurs finus, cofinus , 6 cç. 

f] 78 ). On propofe d’intégrer la différeatielle pdx A fin. x , ou p eft une 
fooélion. quelconque de x? Soit fpdx=^F; on aura 

fpdx A fin. x=VA fin. *— C — r— — — rr ,CMd.A fin. *=s 

*■ .-*-+-1 a * ' .-•*-*-1 • . 

Si p=x”, F= , &C fx"dx /i fm.x= A fin, ar / —, 

B-t-l’ n-t-i , "-t- 'y V ('— * ) 

On trouvera de la même manière 

/ f'dx 

• - * 1 t' é X * • 

. ‘ang, * r-rj ■ , &e. ; 
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ET DU CALCUL INTEGRAL. 

& le ca? de ^ = jr", on parviendra tou]onr<: J des formules intégrales 
dont nous nous fommcs beaucoup occupes précédemment. 

Pour intégrer la diîércntielle dC fin. C , je la mets fous cette forme 
dC fin. C . fin. C " — ' ; , à caufc do J'JZ fin. C cos. C , j’ai 

•fdC fin. C“ = — cos. : fin. C-— > -4- ( n i ) fJC cos. £* fin. . 

En changeant cos. C* en i fin. C* , j’ai 

fdC cos. C‘ fin. C"— =fJC fin. C"—- —fJC fin. C” ; 


donc fdZ fin. C” = — 


eos. î fin. î” 


fdi fin. C" — ‘. 


Je trouverai de la même manière 

y . • . SOS- Z fin. î" ’ n — 1 

fd e fin. C«— » TZTi -f- ’ ■ /de fin. C"— ♦, 


cos. f (in. î* ’ 


/de fm. c—' • = — ^ fjç fin. 

I » r y ^ SOS î. fui. C"~r „ — _ 

/iC fin. e»— « 1 - /JC fm. C’-» , &c. 

Loifque /J eft un noinbie entier pofiiif, il y a deux. c.as à difiinguer ; le pre- 
mier lorfque ce nombre efi pair, 6c où l’on a 

y J» y yn cos. î/"., . n — I. , (n — 1 1 • (n — il y , 

/JC(in.C” = ( fin.C"— '-t fin. C'‘— i-b - 7 —, fin. C’— t-f- 

n \ n— 1 —“î) 4) 




fin. C-”— 7. 


(n — l) • (n — 3 ) • (« — 5) • ('■ — 7 ) • 


(*— 1) • (>t— . (/I— 6) ('■—») • (« —-4) • (« “û) • (" —8) ■ 

fin. C -4- («— O-C" — sJ-C" — 7)-(«— 9 ) » . f . 

J «• (n— a) .(n — 4 ) • (/» — 6) • (n— 8 ) a ’ 

le fécond lorfqu’il eft impair, 6c où l’on a 

/JC fin. C = — ( fin. C— ■ •+■ - — - fin. C“— t -f- fin. C"— f 

•' "V n—i {n — 2).^/i — 4) 




(n-i. ,) . („_3) ■ ■ . ■ ■ _ 

(n — 1) • (n -4) • (n— 6) • (<i— 8) .... 1 J ’ 


(4-3) 

(«— l)-(n— a)/"— 6) 
dans le fécond cas, l'intégrale eft donnée en finus 6c cofinus , au lieu que dans 
le premier elle renferme un arc , 6t eft par conféquent une quantité tranfcen- 
dante. Auifi , par exemple , l’intégrale complète de J C fin. C< eft égale à 

, Ç4 4. - fî„. c* J-IL ^ . 

celle de JC fin. C‘ eft égale à 

t — ^ ^fin. C’ -V fin. C-4- fm. c) -+- / C. 
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Du CALCÜI. différektie£ 

Les mêmes formules pourront fervir à intégrer co». ; c.ir en faifantç=90*— C, 
on a => — <fC,fin. j = cos. C,cos. 9=fin. C, &/<ff cos. ç“= — /iCfm. C . 

On trouvera, par exemple, que 


fin. ^ 


^ COS. ç' -t- cos. f î -f- ""TT f 


/i 9 cos. = c ■+■ ^ 

1 ^( 9 ®“-^). 

ou fimplement que 

fdf cos. ,‘ = t (cos. f» -t- — cos. ç'-t- cos. t ) -1- f’ 

(379). En différentiant fin. C- cos. C», je trouve 

mcfîfni. C"— • cos. Cl— ■ cos. C‘ q d C fm. C-- fin. C— • cos. Cl—', 

qui devient à caufe de fin. C ‘ •+■ cos. C* = i , 

ou mdC fin. C— cos. Cl— — {m -h q) dC fin. C"-*-' cos. Cî—J 
oa(m-^q)dC fin. C“— cos. C 7 -f — qdCCin. C— cos. C 7 — . 

Je tire delà ces deux formules 


(.,) /^Cfin. C" cos. C“=^/<fCfin.C"-*cos.C'‘ 


fin. C 


.> — I 


cos 


i. 


aH- ^ 

A • 


/p /*</ C fm. C^cos* C =: — /c/Cnn.C cos.C* 

Dans les deux cas de x = o ou de A = i , la propofée eft «f C cos. C“ ou dC 

fin. C cos. C‘“i & dans les autres cas, en faifant ufage de la formule «, on la 

fera dépendre de l’une de ces deux différentielles , pourvu que A foit un nombre 
entier pofitif plus gr.and que 1 ; elle dépendra de la première lorfque A fera pair, 

& de la fécondé lorfqu’il fera impair. Hors le cas de /n = i , la fécondé , . 

c'eft-à-dire , dC fin. C cos. C“, a pour intégrale ; mais dans 

ee cas particulier , elle devient , &C elle a pour intégrale — log. cos. C. 

rfC 

Dans le même cas particulier de f*= — 1, la première devient . , que 
j’intègre de la manière fuivante. Je la transforme en celle-ci, 

rfîcos. C cos. C ^ ^JCcoi.C dCcot. C \ 

I — fin.*’ * V. 1 -t- lin. C I — - 1(11. • 


COS. c * 


I ■ f ■ fif1« * «-V 11 

6c je vois alors qu elle a pour intégrale ^ log. -- _ a-- V* 

de 
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et du calcul intégral; 




de yu = O ou de ft = I , 1/ C fin. C^cos. C"* devient d C fin. C* ou C cos C fin.' 
C'; ?£ dans les autres cas, en faifiint ufage de h forniu'e b, on la fera dé- 
pendre de l’une de ces deux différentielles, pourvu que u foit un noml)re entier 
politif plus grand que i ; elle dépendra de la première lorfque fera pair; 8c 
de la fécondé lorfqu’il fera impair. Hors le cas de A = — 1 , la fécondé a 

. , , fin. î*-^' . , ... ,, , . rfCcos.C 

pour integr.ile ; niai| dans ce cas particulier elle devient — ^ ^ 


&c elle a pour intégrale log. fin. C. Dans ce même cas particulier Ja première 

d: 

fin. i 
éZ fin. C 
fin. 

I — cos. C 


devient qu’on peut mettre fous cette forme 

•fin. Z ëZ fin. C , ^ rf; fiii. : </;fin. c N 

a. C’ « — cos.;* * \. 1 -4- cos. ; I — cos. Cx’ 

8 c on voit alors qu’elle a pour intégrale ^ log. 

(}8o). On tire des deux formules a Si i , 


• cos. c 


fd C fin. C‘— » cos. CM=. 


./i/Cfm.C^cos. C“-+ 


fin.C'~'co5. C''+* 


/d : fin. C' cos. C““^ = J±JL fdCCm. C 


A I 

fin. C*'*'* côs. C“— ' 


cos. 

fi—i ' ft—i 


on a donc en mettant dans la première x pour x — x > dans la fécondé /x 
pour /a 1 , ces deux autres formules, 

fJCCm.C’' cos. C^>±^^fdC fin. cos. C'*_p Üîl£!^^££î:£-IÎI^, 

C fin. C* cos. e“— ^:*-^Jfd:Cm. C* cos. c“~^* . 

Si X eft un nombre entier négatif plus grand que — i , en faifant ufage de la 
première, on pourra toujours faire dépendre dC fin. C^cos. C“ de l’une de ces ✓ 

deux différentielles — Si d C cos. ; de la première fi x eft impair , 

8c de la fécondé s’il cil pair. On pourra toujours , en faifant ufage de la fécondé 

formule , faire dépendre la même différentielle de l’une de ces deux-ci , ^ 

' lin. * 

d C fi.i. C* ; de la première lorfque /a fera un nombre entier négatif impair 
plus g ind que — i , de la fécondé lorfque ce nombre entier négatif fera pair. 

(.38 1;. En faifant /x i ', dans l’équation a , 5 c x = — i dans l’équa- 

tion é , un les change en celles - ci , 

Partie II. G 
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Du CALCUL DIFFÉRFNTIEt 


1^‘j; fin. î * — » fn. ;* ■ 

cos. Z . * COS • - I 

/ /:cos.:“ _ ^ rfCco'. ~ * cos. 

fin î / fin . « — i 


dont la preiniiJre nous apure id qu. a ét.i.it un no:nbre entier pofitif , on pourra 

d • fin. , ,, , , , . d t fin ® .. d C . , 

toujours ramener — a 1 une de ces deux dinerentielles ,• &c — ; ; a U 

co*,.\ cos • cos.« 

première lorfque x fera impair, i la fécondé lorfrju’il fera pair. O.i tire de la Icconde 
équation que H /a eft un nombre en ier pof tif,on pourra 'ouj our ramener ^ • 

à l’une de ces deux didcrcntielles — jr— ; — , ~ i la première lorfque n fera 

impair, à la fécondé lorfqu’il fera pair. Si x Sc Tant des nombres entiers nég.itlfs, 

di 

ou (i, m étant un nombre entier pofitif, on a les deux différentielles -, — — 

cos C fin. Z“ 

& , — i — re , on les multipliera chacune par. fin. C'- -+- cos. C* ^ l , &(. on 

fin. C cos. ^ ‘ 

aura ces deux - ci , 

. d: dCw.e dcr-n.c d e 

cos. i fin. C'~ “ fin C“ cos. C“ fin. C cos. C" * ’ 

Ain/î ne dépendra jamais que d’une différentielle de cette forme 

cos. C (m. C" ^ 

£Ccjis^ &C de l’une de ces deux - ci , ou — -, félon que m fera 

fin. C cob. C cos. C lin. C 

d Z 

pair ou impair; de méin- - — ; — — ne dépendra jamais ciue d’une diféren- 

fin. C cos. a' ‘ 

• I. 1 f ^ e I !• I 1 ^ 

tielie de ceitc f >rme — , ot de I une de ces dcux-ci, — r- ou , ; , 

cos. C fin. C fin. , co>. C 

félon que m fera paT ou impair. Il refte à intégrer , — — ;; mais fi on fe 

fin. C cos. . 

fappel'e q e fi i. C cos C ■= { fi.i. i C , on verra que cetrc diiférentle'Ie devient 

id: 1 — cos. J C 

— , « <l ie par c nuu| ent elle a pour intégrale - log. — ^ ^ 

f j-f’ . ) fii, ^ O ckiis l’équation a' & x = o d.:n> le.juation è', ce 
qui me üun.ic 
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KT DU CALCUL INTÉGRAL.' »7 

r , J, /• .A A-»-t r,,r . C'-. £ « -*- ' rr.c. C , 

f d C fm. C = — ; — /</ C fin. C H , , ôc 

•' A -f- I ■' A -t- I 

J a C cn<i. e — - , fdi COI. C -, . 

L’iipe de CCI équi'ioi'S fiir voir cînc H'ii'es V"; fois que A fen iin non'Iire 
ncg,.tit , la diiFcie tis-üc JC fin. C' pourr.i être raincnëe à l’une de ces deUA-ci, 

<É f 6c TiTT ’ ^ première lorftjiie A fera pair, ?< à la fécondé lorfqii’il fera 
impair. On voit par l’autre ét|i!ation <(ite toutes les ft'is que /a fera un nombre 
entier négatif, la difféieittieMe à C cos. C'* pourra être ramenée à l’une de ces 

deux-ci , JC &c g ; à la première lorfque /x fera pair , 6c à la fécondé 
lorfqu’il fe-'a impair. 

Si, A étant un nombre entier polit if, on a A -t- /x =• o , on ne pourra pas 
faite uliige de la formule u , 6c on aura recours i la formule è' qui devient alors 
^ fin. £ \a — t /'dCfm.C' fin.£cos.£^ fm. £ Na 
V cos . C J A — I / cos. C' ‘ A — I V eus. C J ’ 

6c nous montre qu’on pourra toujours faire dépendre J C C:r;y. A étant un 

J b fin» 

nombre entier nofi. if , de l’une de ces deux dilfércntielles J C fin. C' ou -a- , 

' ’ CO$. b 

fe'on que A fera pair ou impair. Si , /x étant un nombre entier pofitif , on a 
A fjL = o, on l'e pourr.1 pas faire ulage de la formule t , 6c on aura recours k 
la formule a qui devient alors 

A J » d" — A f dCco‘.Z“ fin. îcos. C eos. 

J — ;r:i, \{,v.s) • 

6c nous montre qu’on pourra toujours faire dépendre J' ^ **’ ^ étant un 

nombre entier pofitif, de l’u te de ces deux d.flféreniielles JC cos. C“ ou ^ , 

lin. b 

félon que fx fera p.,ir ou impair. 

( Je fiippofe A -+- un nombre entier prit que ’e tepréfintini par 

a / , 6t je mt's l'ans 1 1 iniinulc a' pour fi fa va sur i» — /x, 6c dans la formule 
h' piun fi fit vale r 1 1 — A , ce qui don le 

C‘-5. • .IC 1 i ï 


fJ c fin. C 


lui. a 


1 / — ^ 


/ J C fi t. C ■+» ' y ^ 1": * im: r pi- • ' 

J lia. . / a ' — ,» - I V fin. £ J 


fi-*- 1 

J » 


A J A . ■ fm . î 

f J C CO £>■ , 

^ ' K».,. .. 


1 I -I- 1 

2 i — À I 


/ , , , Cn. Z \A cos..'"'^* r' fin. 7 iA-)-l 

I d C cos. £■' 1-s i - . J — - ) 

J \ COa. .y Al A-,-IV^ COS. » J 


Digitized by Google 


îS Dv CAIÇÜL DIFFÉRENTIEI, 

11 efl clair rjiie toutes les fois que i fera un nombre négatif, ces Jeux différen- 
tie'les feront intégrables algébriquement; il en faut excepter le cas de /* = i , 

■ , -11 - rfîfin. î’** ' - , . , > J • 

eu la première devient éêT”* — ^ celui de x =s — i , ou 1 autre devient 

■ , — ~—i car alors elles feront iii'éjrables par logarithmes. 

(in. , ' ara 

En mettant dans la formule < pour \ fa valeur i i — fx , &c dans la formule i 

pour fj. fa valeur ^i — x, elles deviennent 


^ /. /’rr's.îNi, II' — U — I ,, . /• coi. S \ a 

/./Clîn.O' = Ti (fin— ) — 

fin C * * / cos. C \ U I - 

— CnirT/ ^ 

/'/in.f .x ai — X — /■ fin. f Nx 

=—— — /‘^Ccos.C*— -I- 

cos. î’ * ^ fi n, i * . 

ai V. coi. l J ’ 

d’où l’on tire que toutes les fois que / fera un nombre politif on pourra ramener 

nos deux différentielles, l'une i </ C ( ■, l'autre à dC • 

^ (in. C , , , . . „ , » , d- lan«. C 

Or 1 étant c^al à tang. f Sc </ C à ^ — rr , tout fe réduit a intégrer une 

cos. • O a I -H tXiig. % ' 3 


différentielle de cette forme --r?— . Si • eû un nombre entier plus 

I -a- t.ng. . r r 

grand que i, cette différentielle n’efl; point rationnelle, mais on la rendra telle 


en faifant tang. C = car par cette fubftitution elle deviendra — 


~(~f~ ‘.jj 


(^84). La différentielle C fin. C * cos. étant propofée , j’aurois pu faire 
fout d’un coup fin. C ou cos. C égal à xr , &c l’ayant changée par-là en celle-ci , 

A» — » X — I 

x’- d X { I X’’) » , ou en celle-ci , x d x (i xr* _) ~a , j’aurois 

trouvé par les méthodes expofées au commencement de ce chapitre, comme par les 
transformations précédentes, 1°. que la propol'ée feroit intégralde al.'eb iquement, 
fi l’un des deux expofans x ou ix émit un noctihre entier pofiiif Impair, ou fi la 
fomme des deux étoit un nombre entier négatif p.air, à moins que l’un des deux ne 
fût = — I , cas où elle dépciulroit clés logarithmes ; i“. que la p opol’ée 
pourroit être renrlue rationnelle, fi i’un des deux expofitns étoit un nombre eivter 
pofitif ou négatif impair, ou fi la fomme des dcu.x étoit un nombre entier pofitif 
ou négatif pair. 

Par 
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*T DU CALCUÏ, intégra li' 

Par cette miîme fubftitution de x pour fin. C , je transfonnerai 

ia 


d: 


m -t I, fin. C 

en ce'te autre différentielle (T— i*-’ '■'•‘"''''S' «'> ’n.iell* 

en faifant i ar‘ = ( i *= ) j* ; elle devient p.ir cette fub<îiiution 

pour in..=grale ^ log. «O ^ 

lorfijne « ert'plus grand que ^ tang. , lorfque 

»n eft plus gran.l que n. Lorfque /t = ot , la proposée devient — & a pour 

intrgrile ~ donc ^ . = i ^ ^ i,„^grale étant 

prile de mai.iére qu’elle fcit nulle lorfque C = o. Je irouverai , en fiiifant 
cos. a:‘ = f, -Har)x.y., que eft égal i 

* I > /(”* — '»*) • y ( ” — m) 

VC"’ — "• V («’ — »■) — y t ’ •"'■•que « eft plus grand quem,à 

"VT»* — lorfque m eft plus grand que tj, à ~ lorf- 

quen m. Donc / ~ TTTiTT ’ ® ‘"•^g'^le étant prife de 

manière qu’elle fuit nul'e lorfque C= o. En fe rappdlant que </ • fin. C =<éCcos C, 

dcos. C = — ifC fin. C, on verra aifémcnc que les inlévrales de 

rfîfin. î_ I a ' afin. ; i n „ 

■ ” '“S* = ’ ~ '"g- r co.- 'i l ' ’ intégrales étant 


« - 4 - rt cos. • n 

p'rifesde manière qu’elles foient nulles lorfque C = o. Q.;ai)t aux différentielles ' 

, ^ffin.C d S cos. S 

IT-sT^rc ’ ~m -H n cos. ; ’ ®'* transformera en celles-ci , 

n^d C dZ mdZ 

n ~ n (« -t- /> fin. ^-Tn'^os. Z) intégrales dépendent des 

précédentes. « 

( 385 ). L’une de ces deux différentielles -, -jv. & ; 

( m A lin. O ) ' {^/H -i- n <o4. 

étant intégrée, l’intégrale de l’autre s’enfuivra iiéceffaircment. Soit propofé d’in- 

tegrer celle -Cl , qui eft plus generale, dans le cas ou a Teroit 

un nombre entier pofitif. 

On fera *1 ^ ^r,n.Z H + C V •* . 

' ( n -t- n çof. C )» («H-Acos. ;)v ’^J -»• ncos.)* — * » 

Partit II, Il 
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JO Dü CALCUL différentiel. 

& après avoir différcntié , réduit fait pour abréger A -f- C<= K ^ il viendra 
f -+-ÿco$. i = Bn-^ K m) cos. C-+-A' ncos. C* -f- ( A — i) • n ./f fin. C*. 

Donc, i c.iufe de fin. C- s= i — cos. on aura les équations 
P = B m (à — i')-nAfq = Bn-^-Km, Ac=(a — t )• A ; 
d’où il fera facile de tirer 


A — 


^ m P n 


P± « ^ pm^qn 

‘“=7^ » ^ ^ ““ 


A— a 


^ m ^ P n 
_ I 11' • 


De la même manière on fera dépendre l’intégrale de 

de ^lot îy~ ~ ’ d’opérations feinblables , on arrivera à 

une différentielle que l’on faura intégrer. 

C^Sô).' 11 y a fi peu de fondions différentielles qu’il foit poffible d’intégrer 
exaûcment , que les méthodes d’approximation font une des parties les plus 
importantes du calcul intégral. Parmi ces méthodes nous avons remarqué le 
théorème de Taylor ( n°. 163 ) qui n’eft pas le feul moyen que nous offre le 
calcul différentiel pour réfouJre ces fortes de problème. On propofe de déve- 
lopper en férié la fonélion [ar-+- vé{i-+-ar>)]* =.y. 

On fera n log. [ar-t- y/(i_3.*»)] = log. y , 


d’où 


"•f* rfy - , . 

vci-t-*’) F ’ ^ 


rf y’ 


on tire de cette équation, en regardant Jx comme confiant, 

i'y 


( I H-at‘) 


rf** 


* rf* 


n* y ■■ 


On verra aifément que la férié 'demandée peut être de cette forme 
y = I -4- H X -i- A X'- B xi -+- Cat^ -f- Dxi •+- &cc. 

donc = n-+-larfar-4-j Ajr*- 3 - 4 Cx>- 4 -t Dx* -+• 6 cc. 
rf* 


rf’.v 

rf*’ 


1 A ■ 


B X I - 4Car’H-4‘fD«! + &c. ; 


fubfiituant Sc réduifant , on a l’équation identique , 


— ni ' 
d’où l'on tire 

A=-!^,B=~. 

î 2 


*-+-}• 4 

5 ar* 4 . 3 D 

1 

f -H 2 • J A 

H- Z J 

C -4- 3 « 

— A 

J — n» 5 

n* — 1 

. , 6 ac= 


î 

2 J-4 


J-4 4-S 
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DU CALCUL INTÉGRAL. 


3 » 


(587). Le riyon itant pris pour Tunité, fi on nomme j le finus d’un angle 
2' &c { Ton colinus , on aura 

4^ = V' ( » — ^ - 4 — — — v' ( * — 1‘ )• 


On tire delà 


vTï * «> » i > ^ * J,' V 


</*• 


dx' 


dx* 

Je fuppofe 

= + &CC. , 

{ = &c. ; 

cela eft fondé fur ces deinr confidéraiions , 1°. que x= o doit donner _y =b ô 
6c { = I ; x°. que plus l’arc diminue, plus il approche d’élre égal à fon linus, 
ce qui fait que le premier terme de la valeur fuppofée de y ne doit avoir 
d’autre co-efficient ni d’autre expofant que l'unité. Donc 

-“=* ‘ + (>‘-1- i) ■ (» A-f- i) . £ x‘»-4- (} X -t- 1 ) Cx’*-H &c; 

= x . I ) . ^x ’ — ' + 1 '-f-3 x,(jx 4 .i): 

Cac*‘ — ■ -+- 6cc. 


- /xa X 


' -f- 1 /X i * •+- } ^ < X ^ Scc. 


dm 

^ = fx.{fx—> \ ) .a x^~^ -4-1^. (l/*-— l). é x*'*"* 3 (a ; 

( 3 /i — i).cx’'‘“*H- &c. 

Subdituant pour y &c J , { & leurs valeurs dans les équations 
-f- y = O , I -f- ^ =3 O , on aura les équations identiques , 

X . ( X -t- I ) . Ax^~~ ^ -f- zx.(ix»+-i),.Bx 


3 ^ 


A K 


IX — I 
A-4- I 


(3 

X -1- I 

) . Cx3*- 

' - 4 - Scc. 3 



‘ - 4 - Scc. J 

H- ■ 

( ^ — 1 

) . 4 x“~’ 

-\r \ IX . 


3A* 

. -f- 1 


(3 

/It — \ 

) . fx^"- 

* -4- Scc. 



ix*'* 

-h Scc. 


V 
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J1 Du CALCUL DIFFERENTIEL 

Je fais dans la première A — l i , uu x — = x» d rne vient 

^ T7 5 ’ ^ rTj TTT] ' ^ TT~ ’ * 

je fais dans la fécondé /a — i = o ou/a = i, & j'en tire 




( ■ a • $ 


, txc. 


Si j’eufle AibAitué dans les deax équations ={;&£ =— pour 

^ leurs valeurs tirées des hypothèûs pr écédentes , j’aurois eu 
( X I ) • a/ a' -+- (a X -+■ ^ B ^ ( 3 X -p- 1 ) > C X ^ ^ -f- 8cc. ? ^ 

— ax^~. ex’'*- &c.S~°’ 


fx a X' 
-4* X 


% fx b 






- Bx^ 




6cc. 


cc. ^ 


I o; 


JX-^, J 

8)C faifant dans la première X = /a , & dans la fécondé /a = i, j’aurois tiré de 
l’une &C de l’autre ces deux fuites d’équanons 

3/Sf = a, ^B = h,-jC=^ c,&ic. 14-4-1=0 , — o , 6 e -^-B = o, Sic. 
lefquelles donnent pour A , B , &c. u, è, &c. les mêmes valeur que ci-delTus. 

■X 

(388;. Il eft clair que ( i ncos. CJ'" = l -t-m/i cos. C-f- m . n‘ 

co$. - — — , /Il cos. C*-f- « . -, . i cos. -+- «c. 

23 234 

Or en fubllituant pour cos. C’ , cos. C, &c. leurs valeurs (n®. 8 ) on trouvera 
ailément pour A ,B , Sec. ce qui fuit , 

m — 1 II* fl» — I flt — 1 fli — 3 3 n ^ m — I 

J -~m 1 /n « tn * — • " ■ • — •• • ' o“' “T* — • 

^ ai 1 3 4o‘ a 

m— I jn — 1 3<i* ^ ^ m — I jn — a »» ■— 3 

2 ■ 3 ’ 2 * 3 ■ 4 ‘ 


B /R R *4^ RI • 


^.-?;i + scc. 

Stc. Mais lorfqu’on connoitra Tes deux premiers co-efficien$ & S , il fera plus 
court de chercher les autres de b manière fuivante. 

De l’équation (i-*-neos. C)”=>f -f-fleos. C -t- C cos. i C -h Sec. , on tire 
m log. (, I -t- n cos. C ) = log. {A -^Ji cot, C -j- C cos. i C Scc. ) ; 

diderentiant 
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/? fin. » C Tn. 1 O -t- 6i:c. ^ 

A B CO<. • -r t cos. » • H- ÛN.C. ’ 


ET DU calcul intégral; JJÎ 

diflfïrentiant 5c divifant par — dZ, il vient 

m fl fin. * 

I fl cos. i 

jî m n fin, C — f— /î m n fin. C c>^. C m fi fin. C cos. i C -4" Scc, *= B fin. C 
X C lin. 1 C -ÿ- 6cc. -f- «- « fin. C cos. C -j- x C n cos. C . cos, i C -f- &cc. 

On tirera ailcinent des formules du ( n®. 7 ) ' 

L (i.i. X c c<K. C — (in. (A-t-i)C-t-(in. ( x — i)-C,& 

1 fin. C C05. xZ = (i l. (A 1) C — (i l. ( a — i ) • C; 

fâifint donc les fubfii; utions néce(îairts dans la précédente équation , elle de.: 
Vient 

li (in. C H- 1 C ■ fin. X C + 3 27 • fin. 3 C + 4 £ fin. 4 C + 6cc. = 0; 



fl 

■•■T 

B 

n C 


fi c 


27 

XfiÆ 



m fl 



m fl _ 

^ m n j4 


B 

m fl ^ 

z> 


2 


» 

2 

m n ^ 

flZ fl 


n n 

« fl _ 

-4--C 


27 

-♦--£ 

-f--£ 

•n en tire ( <n x ) • 

■ n C 1 B 

X mn j4 = 0 J 


C = m . 


D-. 

£z 

&c. 


(m.f-3)./iZ7-f- 4C n • i J . ff •= o j 

( m -J- 4 ) . n £ 6 D n ■ {^m 1 ) • C = o, 

(/n-f- 3 )./iA'-j-K£ n - {m 2 — } ) • 27 = O , &£C. ; & 

— I fl* m— t fli — 1 m ^ X 

— . h m . i i 

11 a 3 

— a m — » 3 m — ^ m — 3 15/1 

3 * 4 ’ î ’ 6 * “ 5 2* 

m — I fli — 1 

2 


« “I" ffi • 


xm. 


I m . 


3 

m — 2 


4 

-I- &c. 


|> m — I m — im — \ m — 4tn' , 

— 7-^- — 


m — 3 


« — 4 


« — t 
6 


• 4 • 8 


/n 


5 

m — X 
3 


4 


( 389 ). Ayant rédnit ( i -f-ncos. C)" en u"e f-rie de cette forme , 
^ U cos. Z C cos. 1 C -H 27 cos. 3 C -|- £ cos. 4 ^ > 

on trouvera que l’intégrale de ( I - 1 - « cos. C)“ 2 C e(l égale i 
Sfin.C-t-i C fin. xC^-i27ûn. 3 C^-i£fin. 4 C 

Partie II. I 


f 
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54 Du CALCUL DIFFÉRENTIEL 

Si m eft un nomb'e entier poiitif, on aura chacun <les co-tfî'ciens & l’inicgrale 
elle-même fous une forme linie; par exemple, fi m = j , on aura 


ji= I + fil 


3 *' 


3 " + ^ 


, 6 = 


£ = o; 


ft * 

fi m =: 4, on aura C= 3 n‘ -4* , 

2 ? = «• , E = f = O ; &c. 


8 

Mais (x m= — I , on aura 


3 n* 


-rf = « + ^ -3- -’g- ^ = - ( " ^ ^ 

& les autres co-efficiens feront donnés par les équations 
rrC-f-ifi- 4 -l/i.-/==o,/jZ>-f-iC-t-/ifi=o, &c. 

Dans ce cas lorfque n eft moindre que i , 

^ C*^ ~ ^ * -♦- I H- — -H ^ 4 - &c. )^ = 

~ 0 a/fi-»*) ) ’ 

Il ne fera pas toujours aufii facile de trouver une relation entre les deux premiers 
co-elHciens A hi B ; cependant (i l’on veut faire attention que ^ 

a, Bn 


3 "’ 


î»* 


m — I <7* m — t 

-m. • ht» . 

i 4 1 


»— 3 


. -t- &C. 


rt-S- 1 i 4 ■ 1 3 4 8 

Sc que fi l’on differentie cette équation en regardant n comme variable , on a 

( 4 ^ ri B'X • d n a H* d A — ^ n i H » / , m l #i * 

1 i 1 ^ =«c X ndn m , - . , 

m -+- » » » 

m — r m — • i<n — 3 sn^ \ . j j 

• 4 -m . . . ' . — - 4 - ofc. 1=1 Anan, 

2348 

on verra que cette relation efl donnée généralement par l’équation 

d..Bn = xAmn dn x n' dA, d’où l’on tire 

B n = X f(^A mndn r& .IA) = — xn'A -+• a ( nj -f- x) f A ndn ; 

«a 

l’intégrale /A ndn doit être prife de manière qu’elle s’évanouifle lorfque n = o, 
puifqu’alors fi = o. 

(390). Soit toujours (i -+*n cos. C)“ = A •+■ B cot. C-4-Ccos. i C -3- &£c.; 
foit fait aulTi ( 1 -f- n cos. C ) "• — ‘ = A' B' cos. C -f- C cos. 1 C -f- 5 <c. 
Si l’on multiplie la fécondé fuite par i -4- n cos. C, e"e doit être égale à la 
■ . J . ^ cos. ( A -^1 ) . .‘-HC'-i. (a — 

première ; donc, a caafe de cos. C cos. aC= ^ — ■ — !■ 1 , 

on aura rétpution 

/ 
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.ET DU CALCUL INTÉGRAL. 

’A -Jr B cot. C -h C coî. iC -+• D cos. 3 C -t- &c. ’ 

== B' cns. C -+- C cos. 1 C -f- D' tos. 3 C-t- &c., 

d’où l’on tire 

A /J ’ . - • I 




r = C , &c. 


Pour trouver >rf', étant donné , je remarque que 

'm — I m — \ m — ^ 1*^ 

- _ 


» I /w . 


1 — 1 n , 
/TI 

s 1 


I 


» 5 4 

■ / \ ff* •“ i fl * . ^ V fl* i fl* ““ \ tn — A 1 n ^ 

+ (/n~.) . _ . (m-.) . . V. + J 

or la première étant multipliée par n — & différentiée, en regardant n comme 
variable, donne ' , . ' 

^ (/n i). 


• &c. J 


«/fl 


= rn^mn — 


m — 1 m — 1 JR — A % n* * \ 

. i . î . i~r -f- Kc. ) ■= — mj4 i 

ï J 4 8 ^ y ’ 

donc la relation entre ces deux co - elTiciens fera donnée par l’équation 

= --r—~Tr • O*' trouveroit de la même manière que ^ 

c* = , 6tc. ; mais on a aulTi fl'= — ^ = B— " * ^ 

n mrfn nin* 

d’où l’on tire, en multipliant les deux membres par h — , 


£. 


1 n" fn — "• — * dA 


» A 


— 1 (m-f- i)n-fA rr^«'—^drt: 
En égalant cette valeur de B à celle-ci yB = —xhA-+- ) fAndn ; 

on aura l’équation 

-+- (m -J- O fAn—- — ^dn =a n-A — (ct -f- x)fAndn, 

&c en dilférentiant deux fois pour faire difparoître les deux lignes d’intégrations ' 
on trouvera l’équation lii.éaire du fécond ordre ’ 

d' A J ( , 


( t — n* 


J n' 


) e* i d A , ^ J 

— — — «» • ( OT — I ) . = c- 

fl a fl 


Soit a la valeur de A lorique m ert un nombre entier pofilif que je nomme ij 
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* r-f <cra la valeur de W lorlquc w tft un nombre en'ier nd-' 

gaiil — i i. bi , par exemple, m == 3, l’equ.ilion prceideiite donnera 

5 "* 

1 -r- ' — 

j 4 = t -4- ; &£ fi w = — 4 , elle donnera A = — . ■ ^ 

3 ( , ) 

{l m = 4 , = I -+- 3 “f* I /7* y &C fi /7/ = 5 » r* 

^ , , (i — n e'— "■) 

^lais fi m cft un nnmb'-e fradlionnaire, on a tra A par la férié donnée (n°‘ 3 
& qui fera d’aiitart plus conv,.ri;e-ife que n tera plu petit que 1. Il p.'ur- 
roit fe tai'c <|ue n ditTetài peu de ru.ii’é , 6ê q i’il fui néeelT.iire de p en- 

die un très - grand nombre de teim.s de la ferle; a'ors o i auroit reC'U ■■ au 

moyen fuivam pour déicnniner ce premier co-enicieiu dont tous les aunes 
depeiideiu.- - a , . 

(5pi). On fera pour ]^us de commodité, 

( cbs." 2 i; " — A +~A i coT. C A i côs'. 1 C -f- A j cos. J C -t- tic. 

&c an aurai ; . . . 1 , y 

(1 — /jcos. C)" = A — y^i cos. Ca- A 1 cos. 1 C — A i cos. 3 C+ fcc. 

M imUnaiK foit p*)s un autre angle ijuelco iquc & foit éciit les dette équa ions 
( 1 - 4 -n COS. g) — A -i- A I cos. g -p-yf i cos. z g A co«. 3 g -f- &c. 

( I — n cos. g P” ~ A — A i eOs." J - 4 - yrf 1 Cos. Ig ~ A j cos. 3 g -h &CC. 

qui étant ajoutées enfemble donnent 

{ (1-I-/2 cos. v(t — ncos. g)” = A-^A 1 cos. ig~h A 4 cos. qg-f-fcc.' 

On mettra dans cette équation 90°_ — g pour g , ce qui la changera en cel'e-ci 

— nfin. g)” = A ~~ A icos. zg -i- A 4C0S.4 g — Sic, 
qu’on ajoutera à U précédente pour avoir 

A -h A 4 cos. 4 g -4- AS cos. 8 g-*- &c. K) cos. g) “ -H 

j( I — n cos. g)" -t- i ( I -+- « fin.g)*’ - 4 -i ( i — n fin. g )■". 

Soit 4g = 9o“, on aura cos. 4g = p, cos. 8g = — i, &c. & l’équaiion 

A K - 4 - A S fsic. ; or ct'mme yif 8 6c les co - effci.ns fuivans Lront 

fouvciit alTez petits pour pouvoir é:re négligés, on aura dans beaucoup de cas 
A K k très-peu de choie près. Mais ii cttie approximation ne. paroit pas 
fuffiftnte , on prendra un fécond angle quelconque g, 5 c ayant nommé K' ce 
que devient K en mettant g' pour g, on aura une équation qui étant ajoutée 
à la précédente , donnera 

3. A -4- A 4 ( cos. 4 g- - 4 - cos. 4 g? ) -+- yrf 8 ( cos. 8 g -f- cos. 8g')-f- 
y< 1 1 ( cos, 1 1 g -f- cos. 13 g ) -4- A i6( cos. 1 6 g -h cos. 16 g ) -h 6cc. 

• c=Ah-A'. ■ -'.Ji, 

Soit 
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Soit 4 y = 45° 4 ^' = J • 4Î° i à cauCe ‘l'-' cos- 4 S -+- cos. 4 g' rra o 

cos. 8 g + cos. s g = O , cos. 1 1 g -t- cos. Il g' = O , cos. 1 6 
cos. 16 g' = 1 , &c. 

on trouvera ^4 = A 16 &C. ^ A ^ 

i » 


en né;;!igeant le co-cff.cicnt 1 6 , 5 < les fuivans. Si on n’efl point encore content 
de Cette .ipnroximitioii , on prendra un troificine angl-e g , 6c avant tonné une 
équation qu’on ajoutera aux deux premières, on aura, en nommant iv* ce que 
devient A en mettant g* pour g , ^ A = K K‘ Sfc. On fera 

4 g = 30“ , 4 g' -= 3 . 30° ,4g = 4 . 30° , & on trouvera que cette tbiiiine 
cos. 4 g -r- cos. 4 g' •+- cos. 4 g*' c(l égale à zéro aulU bien que les liiivantcs 
julqu’à ce!L-ci, cos. 14 g - 3 - CüS. 14 g’ -3-cos. 14 g’ qui cil = — 3; ou aura 

donc A = A -4- K T- A ^ __ 5[ç. Pour peu que n foit moindre 

3 

que I , on pourr.i de cette manière déterminer A avec la plus grande exafli- 
tude. On ne doute point qu’il ne foit fouvent de la plus grande importante 
d’avoir des fériés très - convergentes ; c’eft pourquoi irons ajou-erons ce qui 
fuit à ce que nous avons déjà dit fur l’art de développer les fonçlions en 
fériés. 


(391). Il fuit du théorème deTaylor(n°. 163), que_r étant une fonélmn quel- 
conque de a- , Il l’on nomme A' la valeur de y qui répond k x -=x a ia A i, 

B i ,C I , ce que deviennent les rapports t= p, = q , = r, &c. 

dans la mime hypothèfe ; il fuit , dis-je , de ce théorème , que fi a augmente 

de la dilTércnce * a , y =: K A i x n ) -t- 5 i ~ ^ ■+• 


C I 


( » — a ) ’ 


-4- D i 




5 cc. ; 


1.3 *. 3.4 

6c nue fi x diminue de la mime différence , 

K=.y — ytfxr — a)-+~ q S* . ) — _ r “V - 

ï 1.3 


■ht 




- — Sce. 


d’où l’on tire ^/=K^p (x — a ) — — flL — j il — 1 ' (- 6iC. 

Soitjy = fXdx, on aura p = X, 6cc. ; de plus , fi on fuppofe .que pour 
arriver à x' , a ait pafifé fucceffivement pat a , a , a’^ , a'" .... x , on aura 
•vidermneiit cette fuite d’équations , * ... 

A" « A' ^ 1 ( 4' - fl ) -h B I -L£rLill_ -4- C I - -4. 

1 ii . 3 

' Z) 1 -4_6cc.j 

» . 3 . 4 .. .. t 

Pfl«;e II. K. 


\ 


Digitized by Google 


jS Du CALCUL différentiel 

JC» =* A" - 4 - I ( a” — -B' I ^ c I Ijl' -jl’II + 

/>'. (--Lril* +&C. 

» ■ 3 • 4 

K" = X ' -t- -■#" I f y" — /' ) -4- 5" I _ 4 . C" I l£jr -4- 

2 2*3 

Z?-. (-'"-•^\-4-ikc.. 

2 . } . 4 



y='y-^'p (a — 'a)-hV - — +V -4-'i Lî_ZJL^ -+. Stc. , 

» ï . 3 1.3.4, 

qui érant ajoutée enfemble , donneront, lorfque les dilFérences a — a , 4 " — &c. 

feront cnnllantcs &C repréfentées par A4, 

jrt=3A-4-A4(^I-4-^J'l_|_..rf"l-4- -4-/’) 

( B I -4- I -4- 5" I -+- V } 

- 4 - . J (C 1 - 4 -C i-4-C"i_4_ - 4 -’'") 

-H -h'») 

&c. 

11 n’eft pas moins évident qu’on aura aulfi cette autre fuite dVquations j 
R = K-h l {a' — a) — B' i + C I — - 

D' i 

K" = X' - 4 - A" I ( 4 " — 4 ') _ B" I + C" I — 

JC'" = A" -h ' I ( — tf") — B'" I ^ 4- C'" I ^ — ! 

' ' 2 ^ 2 • ) 

/ .»*» -*» ^4 

^" - 4 - 

, , , (x — ’rV fx— 'rV 

-Tl i.\:4“ 

d’où l’on tire’’! Ivis 1 1 md ne livnoihèfe de« diT- ences a — 4 , a" — 4 ' , &CC. y 
regardées coinnu coiulantcs, 6c repréfentées par A 4 , 
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K ^ A « ( .<' I ^ 1 -J- ^'" I-+- -t-^) 

+?) 

^r) ' ■ 

‘ 4- « -t- -H O 

&c, 

( 39 ^ En prenant entre ces deux valeurs de j' une moyenne arithmétique^ 
on trouvera 

^ = -AT "i“ A a ^ I —f“ I -f- 1 «•■•••••'•••« 

I -H P N ^ '•* / r» X 

H-/’ ï — y 

-t- ^ ( c I -t-c'i-f. C" , -4-. . . 

■ C I -t-r \ ^ , n ■. 

+ 

+ ' - -7- ; rrrïï6 ^ 

-4- &c. ; 

cette valeur tle_*y fera d’aurant plus approchée, qu’on aura pris la dlfiërence 
a plus petite. On verra aifément que de cette manière on doit trouver des fériés 
très-convergentes ; mais il ne fera pas inutile de faire remarquer que cette formule 
peut fervir dans des cas où les autres -méthodes d’approximation ne fcroient 
d’Üîicun ulage. 

t 

On demande, par exemple, d’intégrer c de manière que l’intégrale 

difparoifTe lorl'que x = o. 

On a /> = < “, g = e , rr= — t r, 

s = ( -^ — ~ »,&c. Lorfque x = O , K = O, & 

e • = I : I = O ; nous aurons , en mettant -j- pour ^ a , Â i =* t — ' 

>'i=r »,/#'",=« î , &c. ; r I = (/'♦ — lé”)*-', 

C"t= y e“~, t'"i=^Ç — ^')«”T,6cc. &c; 
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. r -- -- _-LN , 

Donc r = — ^ a-t-< 3 H- 'J — ^ 




— 4 __!_ /_6 


3 * 


' '+’ 77 î(:^ — ^)‘ ‘ ) ”■ 

TT J « ' > 4 - &c. 

Il pourroit arriver qu’en faifant x = a, on rendît quc’qucs-uns de< co-ciïicien* 
-■il, Si, Cl, &c. , infinis , fans que y le devint ; alors quoique l’inrégrale 
fût pollible, la formule précédente ne doniieroit rien; mais on pourra touiours 
trouver quelque quantité à fubllimer pour x, qui transformera la dilTércntielle 
propofée en une autre qui ne fera pas fuiette à cct inconvénient; ou bien on 
fera ufifge de la méthode donnée par Dalembert , 6ê que nous avons rappor- 
tée (n“. 


(394). Newton, dans les traités <fc QKUt/urttru curvtrum &t Mahodns Fluxïo- 
niim & jtritritm injinit^rum , donne de très-belles méthodes pour rapporter au- 
tant qu’il cfl poifible les intégrales aux aires des feélions coniques. Côtes lim- 
pliiie beaucoup celte théorie dans fon livre intitulé Hannonia mir.furamm , en 
faifant voir qu’on peut toujours réduire ces intégrales aux logarithmes &: aux 
arcs de cercle. C’ell fous ce dernier point de vue que les géomètres les con- 
fidèrent maintenant; & lorfqu’une différentielle n’eft point intégrable algébri- 
quement, ni par les tables de fmus 6c des logarithmes , on a recours à la 
méthodes des fériés. Cependant il pourroit être utile de favoir fi une diffé- 
rentielle propulée ne feroit pas réduélible h la quadrature ou à la rcûification 
d’autres courbes algébriques. On trouve les premières reclierches fur cette ma- 
tière diins le TraitJ des Fluxions de .Maclaurin ; ces recherches ont été continuées 
& beaucoup augmentées par Dalembert dans les Mémoires de Berlin de 1746 
& 174S. Nous commencerons par les différentielles qui font réductibles i la 
reclilication de l’ellipfe & de l’hyperbole. 

Soit une cilipfe ou une hyperbole dont l'un des axes eft i <t , le paramètre 
de cet 2ixc P , l’abfcilTe prife du centre x , l’ordonnée on a pour l’équation de 

l’ellipfe jii- ( a' — a:*) , 8c pour l’équation de l'hy perbole_y ‘ = ^ (jr^ . — e‘). 


Donc l’élément d’un arc d’ellipfe =-^-^ — -Ü. — i 

fc l’élément d’un arc d’hyperbole = i- — r— v'^ar* — a’-V- *' 1* 

V C* ) V a a y 

Je fais *'■ — JC* 4 — E— a:* a= a r, &c j’ai la différentielle 
2 <1 


idS) 


■ — ; s) qui dépend de la reélification de 

vciî-iéyv (p-n) 

l’ellipfe; 
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IVlipre; je f.iis a-.iTi x‘ — -t- a.» = aj , & j’ai la diffcrentieHe s) 

reflificatioii de l’hyperbole. Cela 

pofc , (î on propoie la diiTéreniieilc ( </ ir ) . . . . , on dif- 

VC/î -<-SÎ-t-A) 

lingüera to.is le« ciî fuivlns. 

(}95)' Sc A Ibnt des qiiaïuités négatives, g- étant une quantité pofitive; 

au lieu de la propofée , on prendra celle - ci , 

î V' î 


V î 


V C '” { — l‘ — «* ) 


T-^v' 

& en la coinnarant A d .î, on verra qn’eüe dépend de la reélificarion d’une 
eliipfe dont l’un des ases q le je nomme a r='m — y/ (/n‘ — 4 n‘ ^ , le 
parimèire de cei ave que je nomme p ==m 4 - %/ ( — 4 n' ) ; l’autre axe 

fera ■— 1 n à caufe de a r : z n : : i n : p'. On peut donner hu dénominateur 

V i C ~~ ï’ 't* ) la forme que voici y/j"^ — n» — Ç— — * J ’ 

qui fait voir que — — doit nécelTairement être plus grand que n* , fans quoi 

la difFérentiehe propofée (croit imaginaire. Le même dénominateur peut être mis 

fout cette forme ^ Ç — ^ ^ — * J ’ 

ou fous celle - cl y/ ^ Ç r — ^ ‘ ^ j — ^ * J » 

félon que r eft plus grand ou moindre que — j on tire de l’une & de l’autre 
que { doit être plus grand que r. De plus, foit = -£-~ (r* — a*) l’équa- 
tion de cette ellipfe, on aura r* — x* ■+■ JL— x'- =rr ti ^ ' ; 

2 r '• p' ’ 

1 r 

donc , à caufe de r ^ > r* de 1 r, ** tft une quantité pofiiive comme 
cela doit être pour' que l’abfcHTe ne foit point imaginaire. 

x°. Si / étant pofitif &c A négatif, on a g- pofuif ou négatif ; au lieu de 


la propofée on prendra 


f v' î 


“f ï V î 


fanit II. JL 
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6t en la comparant à J s, cin verra quVle tlépciid de la re.îlilication d’une 
hyperbole dont l’im des axes que jc nomme i r= j-m -t- ( m’ -H 4 h*) t 

le paramètre de cet axe que le nomme />' = ^ m -H ^ ( m* -4- 4 ; l’auire 

axe fera = 1 n à caule de 1 r : 1 n : : i rt : Si l’on prend pour l'eqaation 

de cette hyperbole = — — ( x* 




on aura x* 


~ = &x = ± y/ ) 


qui eft toujours une quantité réelle. 

3°. Si / 5 t A étant néîarit, on a f pofitif ou négatif; au lieu de la pro- 

f ^ î r 

pofec , on prendra i r q»ii devient , en faifant t = 

^ ^ ^ VC'*— ^ 

— u*du^n^dtt du^u 


M ^ u \ («* _mu — f. *) U • — n*) ^ { u* ZÎl m u — n*) 

Nous venons d’intégrer le fécond terme ; quant au premier , il devient 


n* d U 

0 0-*- 


■ — . Or fl nous faifons u m — 

> r I -^0 

y/ ^u±m— - j 


t ^ et qut 


, d U , • t r * If ■ ^ * 

donne 4^ U -1 7— s= <f / , cette quantité fe changera en celle-ci — , 

dont l’intégrale cfl — 1 r. 

4®. 11 ne nous refte plus que le cz% oh ^ ftx. h étant pofitifs , g leroît pofitif 

ou ncaalif ; îc où il feroit queftion d’intégrer — , , , . ^ ^ ^ rr"» 

Les de IX faâeurs de n‘ ç -♦- {* font 

i± f a- r±-f- v^(-r 

nous examinerons en premier lieu ce qui arrive lorfqu’ils font réels. 

Soit \/ Ç — n‘^ = m' Sc î + ■— ^ m' — K ; 


? <1 C 


la dllférentielle , 

V { V i-t* l ) 

changera en cel.c*ci 


, qui n’eft autre que la propofée, ft 
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\ 1 y d uyj U 


4 Î 


»”■') v'^“^ ■“ m' ^ V * ">'J v' ^ ^ 

^ :p m' ^ i « • 

Vi'VC*^»‘'‘')V Ç “ ^ 

Joiit le premier terme dépend de la reâificalinn de l’hyperbole. 

( 396 Soit ^ J; - 1 ^ = “ ; par cette fubAitution on changera la dilTdrentielle 




V {V (/)’ * ) 


en celle - ci 


iduzt: — rf, 

X 




&c fi > JH— on fera n* — — — = î‘» 

4 4 


t d U ^ ^ J 

1 


: on aura 


V ^ ^ V (“*-•- f’ r , "' ! 

On fera ufage de cette transformation ^ — u, qui donnera 

& en fubAituant ces valeurs , on aura la transformée - - 


mé t 


'V » W ^ — f’ ) 


V » < V ( ^ «r f’) ■ 


Le premier teime de cette transformée dépend de la reâification de l’hyperbole' 
le fécond terme ou . 


dt 


/’ dt^dt 


d> yj t 


iiV'y' — 1’) 'V'Vf'* — f" ) VC'*:?'"» — ï*) 

cA cnmp.'iV de deux parties, dont la première eA iitégnble alçébririuement & 
la féconde dépend de la recfilication de l’hyperb-de. Quant aux didferemielle» 

f - ^ é U \ 

V'Vt'* ^ — ,j’ ) 


V “ V V“ "*■ * V -r- ~ J 
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VlV (yi‘ 1 -fî-t-A) 


4 ^ 

t'ieî font rcnûiint’cs dans celle-ci (dï) 
dont nous allons nous occuper, 

(î97/- ***' propoi'é -- — — — — qui en faifant pour abré- 

VîvC" ±«{ — î ) ‘ 

ger ^ j = m', devient ■ ■ - — ; 

' î' I 

je transforme cette diff.TentielIe en celle-ci , 

[{ 5 T m'J 

[{^-7 J-v [ — T“~0 

qui cH égale i 


- dî 

H 




[- - -i-J 

1 V 

t' 



t 


[»'hP^ J V m'J ..V 

dont le fécond terme eft en partie intégrable algébriquement , & dépend- en 
partie de la reélification de l’hyperbole. En taifant j + -IZ. -f- m' = u , 

je transformerai le premier en ceci ' , . ' ' 

^ ‘ • J «-V U ’ , • - 

^ ra' j V ^ ± m' ^ • k ( i «■ — « ) 

qui dépend de la reélllication de l’elliofe. 


Si la propofée eft 


gérai en celle-ci , 


— J-, je ferai r , 5 c le la chan- 

VîVlCx — '■*) . « ’ ' 

— , qui eft précilément celle dont nous 


^ ^ m M ^ ) 


venons de nous occuper, 

3®, Soit maintenant cette différentielle 


«f T 


— ; en faifant pour 


abréger = m' , les deux faûeurs de {* + -t- feront 

J m' & X 4; —■ —m : bi comme — peut être plus grand ou moindre 

que 
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que B*, je diftiiigucrai deux cas , celui où les deux fadleurs font réels , 6t celui 
où ils font imaginaires. Pour réfoudre le premier, je ferai r +/n'=tt, 

* s • t . ^ * 

oi par-Ia je changerai la propofée en celles! 


V » V (il ± 2 m') • V f ^ ^ 

qui s’intégrera comme la précédente. Pour rëfoudre le fécond cas , je fera! 

î — = «, & pour abréger '!_ = , ce qui changera la propofée 

* 4 

en cclîc-ci , ; en faifant cnfuue ^ («* -i- y*) = 


] aurai 


y/ j^ii — 

que j’intégrerai de la même manière. 


J i\r Z 


V 'V(r‘ — E*) 

4°. Il ne relie plus que 


forme 




V { V («"t — l’ — ) 


qu’on peut mettre fous cette 


. ■ qui fait voir que — doit Atre >• «* , 

fans quoi la propofée feroit imaginaire. On fera pour abréger 

OC on h changera en ■ - — ■ " ; fuppofant enfuite 

m , 

— m U, on aura ■ 


— Wo 


V II V ( 1 m' — ||.)V 1 ^-— ■*“ *' — “J 1 

qui n’ell qu’un cas particulier de la différentielle du troifième numéro. 

dépend de Jl , ce qu’on 


Ju 


(toSl. La différentielle — . , 

trouvera en fuppofint l’un des fafteurs réels de a -f- i u -J- c a* •+• f «> (& 
Cette quantité en a toujours au mpins un qui e(l tel ) égal à on trouvera par 

1 . - . U d U ... 1 I 

la meme transformation que 77 -, , . elt compofede deux termes, 

‘ V (.«-S-»ll -t- Cll'-H/u ) r » 

dont l’un dépend deifi, 5t l’autre àzdt ; quant à celle ci, — ; ; : — - 

^ 'U . ’ Uy'(4-t-i«^-CI|-H-/s’) 


en faifaiit u ;= — , elle devient 


— i * V X 


V (ax> -+- e X -f- / ) 

M.iin’ei’ant foit l’équation du troifième ordic 

(*) xy' s= a*,' •+■ t X* -h ex ^ 

Purtu II. M 
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Du CALCUL différentiel. 

i 




y/ (-.A» 


f A- -f- / ) ; en multipUant 


cette difTcrentk-lle haut & bas par fon nuniéraiciir , je la transforme en celle-ci 

i d X { c -4— i* X X 


V (aA> -+- i x‘ -I- f A -H /) ’ 
— f J U 


V * V vax’-f-* -H C* -1-a ) 

dont le premier terme dev'e it , en falfant x = — , — 

“ VCa H-«a*-+-/u’) 
Je nomme ce premier terme dr, Sc il eft clair tjue 

= y d X J r — 


t d X \ X 


{ h X — a * * ^tfxVx 


-f,cx -J-; ) ' yt (ax' -t- »x* CA -1-y )' 

Soit X — ; le dernier terme do fécond membre de la pre’ce'dcnte équation 

deviendra - ^ , Si cette différentielle c(l en paitie inté- 

grable ali;ébriquement, 6é dépend en p.inie de celles qui précèdent, je puis faire 

(^« ir *t') d U 


K’V(a-+-^a-(-ca* -i- f u' ) 


= J [ A u*‘ B cu’-l- / a’)]- 


(f 


~ D ^ £ U )</a 




, , , , A , R , C, D , E , h , U. étant des qnan- 

y((„-^_ tu ■+■ eu’’ H- y«i) »»>’>»> 'l 

tites qu'il s’agit de déterminer. En réduifant tout au même dénominateur , Sc dlvi- 
faiit p.ir du, j’ai la transformée 

tu a = (a -4- (a-4- i") c A u’'-^ 

Ci U “ “ -4- ( ^ -H I) /5 -f- C H- i> "î -t- £ «S 

qui devient , en faifant X = <— = — i qui cil la feule hypotltèle qui 

foit pollible , 


J— B . U* — ■ - A • u> 

a J 


Au'- — 


3‘ 


— Au — 1 a A = O, 

Z ’ 


D -B — a B — 

1 

C — • h 


& donne Z? = — C = — ^ = ~ S"! 

i’ a’ 4 O** 


Donc 


^ ^ r é' _L^ ^ ^ 4- . 4. fu )] 

® LV*“ 4 *i M y * ' ' J 

( 2 .T — h u') J <i H - (A* 4 .1 tf) 7 '/ 

< y' ü -4- c « ^ H“ / «') *-+- h u — eu* H-/"’) • 
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Or , comme en failatit « = — , le dernier terme devient 

(**-t- 4 ae)jKv'v -I n I • 

■ , Il tlt clair nue 

f ^ ^ —, 

' x ’ -t- c x -i- / ) 

-T-^^TT ( ^ ^ + 

b' ^ V" ( J -t- ^ ïi -+■ C a* * 

c’cd - à - dire que l'iiucqrale de cette dilrérentielle efl en partie alpc'Iiriqiie , 
f. dépend en partie de la rcftilication des itclions' conique'! fc de l.i quadra- 
ture d’une courbe du troidèine ordre dont l‘é<|U.uion cft a. Il en faut excepter 
le cas oit l’on atiroit /> » = 44.C; alors on liippofera , ce qu’on peut tou- 
jours taire, que ux* -f- h %'• c x f s= {mx n) (/’.v* ^jx-^- r), 

ce qui donnerau = m^, tx:=mq-^-np, c = mr + ~ r , 6c au lieu 

de />‘ c= 4 a c , cette équation m ^ n pY = p m r -{- n q ). On ûra 

enfuiie rn x -H /i = î , & la difFéreiuielle ^ - 


deviendra 




— — , qui, étant mul- 


tipliée haut & bas par V’ ( { — n)> le changera en celle-ci, 

I </, — ai/ç 

V"' iV Lfl' -+■('" ï — 3 "/’) t r — xmriq-r ’in'p) ^ — m' nr-Y-mn' q — 

dont le lécond terme eft la même différentielle que d € ; le premier ne fouffrira de 
dihiculté que dans le cas où l’on auroit j n/j)» — 4jp(m*r — a mnq~^^ n' p). 

En comparant cette équaiion avec celle-ci { n: q n p)’- s--- p { m r n q ) , 
il vient n p {m q — " /> ) = O , Ce qui donne , ou n = o , ou /> = o , ou 
m q — h px=.o. Dans les tieux premiers cas, on a les deux différentielles 

& 

yraV(r*‘'-a-î*-<-r) ^(m* — n )• \J {q x r) ’ 

on'il eff bien facile de rendre rationnelles; nous allons nous occuper du froi- 

lième cas. Alors les «leux équations que nous venons Je comparer deviennent 

identiquement les mêmes, dttnr.ent p r x= o , c'efl-à-dire p=.o, ou 

m==«5^ ou r = o; li m = 0 ou r •= o , pn a les différentLIIeS 


J X yj X 


£c 


v" ' 

-.4 . : 


V'VC yj {xt X -q-n) ■ P x-\- q) 
qu’il ne fera pas dillîcüe de rendre raiionneiles. 

C 399 )• encore la différentielle 


; fi le dé- 


X -+- c v’ ç s’) 

nommateur a des lacîeurs binômes réels , 5é que k~^ l x fuit un de ces fiicleurs , 
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en faifant k -H / r = { , on changera cette différentielle en une autre de la forme 

ft. J r , qui , comme on voit , fe rapporte 4 des arcs 

de ffaions coniques. Mais dans les autres cas , le dénominateur pourra au moins 
fe divifer en deux fafleurs trinômes que je repréfcnterai par k + lx-^rriM , 
p^qx-i-rx'^, & j’aurai à intégrer la différentielle 

' . En divifant u -4- a jc-+-r*‘ par X 

y’ (A -t-t V -t- î*-+-r * ) 

& faifant pour abréger — ==<»,/> ~ = C» ? = “» 1* trouve 

pour quotient de cette divifion . & un refte C v x; ainfi la propofée devient 

d X 


(A -l- /» -4-ra* 
Je fais enfuite 


•)y/ [.- 
C •«s* » X 


m -T- 1 X -ir k 


— , d’où je tire , en réfolvant l’équation du 

Ix-i-k I 


fécond degré. 


- 1 — 

1 m — 1 


yé[4»7l(C{ — /■) -4- f ]■ 


Je mets pour x, x* Si *fx leurs valeurs dans la_ différentielle précédente; elle 




devient par-14 - — 

î V J V [■t'nCîî — *) *4* 

_L = B , je la change en celle-ci 


; puis , en faifant 


idu 


oui fe réduit auffi 4 des arcS de fcQions coniques Donc dans tous les cas la 
Jropofée ne dépend que de la reaification des feûions coniques. 

( aoo J Ntvton, dans l’Ouvrage intitulé : Enurntrat'io limarum rerti! or Jlnis , 
rapporte toutes les courbes du troifième ordre aux quatre équations fuivantes 

(»“• -iô), 

X y'- tyxxz A x’ -4- é x' -4- < X -4- f 

X J- = a x’ -¥■ b x‘ -4- c X - 4 _ f 
« x’ -4- b x‘ -4- c X -i- f 
j=xx»-4-éx* -4- ex -4-/. 

La première donne 

J X = ' - -4- V C xx«-+-4xi-4-<x*-f-/x-4- - — ^ , 

dont 
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^ t X* -h e -*-f X ■*, J_ ) * 


dont le (Kond terme devient 


1 ®. En repréfentant par m x* -t- l x 
trinômes du dénominateur, on a 

d X 


X V - 4 -* *’ -t- ^ ) 

X les deux faveur» 

à X 




( ™ X -+• l') d X 


X X* -(-éx>-(-tx*-*-/ 

que je transforme en 
rfx 

'' 1 nx*.4-/e-t-*J ' -X- i V I iBX*^/x-t-* J 

dont le fécond terme n*e.l autre chofe que •— 

le change le premier en ce qui fuit , 


|^dx*-t-ix’ >4-< x‘ ^ /"x-j-— J 

d « 




qui , en fuppofant — 


C-l- ■ X 


-f- / X + m x‘ 

± ¥ rf r 


— , devient 


A V [ .-H . V [ 4-" ( Cl — * ) -+- ( »î — O * ] 

Ç£{ 

W (--*-3 -V (4"(Cl-A)^-(.i-I)*) . (*j^'j_^v'[4-.(Cl-A)^ («t-0’])* 

dont le premier terme — — — — , 

*>/(«l-*-i)-V[4'"( Cl— A )-(-{ — / )■] 

eA intégrable en partie algébriquement , & dépend en partie de la quadrature 
de la courbe du troilième ordre dont l’équation eA x. Je multiplie le fécond 

terme haut & bas par ^ ^ V'C4'"(C{-*)-t-(»t — 0‘]l 

il devient par - là 




frfi 


** V[.-4-3 V[4"(Ci-A)-,-(,l-0*l a*(Cl-*)V 

P4/rû II, 


N 
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dont on fendra le fécondé partie rationnelle en ful'ant yf 

U , la première deviendra 
K -4» hI — l U Z J U 


Si l’on fait « -H — 
: 


,k — ku 


i k ^ U yj [ 4 «(« J<) — k u) -4- ( ■ -f- a / — / U ) * ] 

qu’on trouvera , pir la méthode des fraction? rationnelles , être compolée de 

<* t 


deux termes de la forme de 
<! K 


n J lyj I 


(/î* •+• « à -f- * ) 

Le premier de ce? deux -ci s’intégre ptr le? arcs de feclion? coniques j pour 
intéjjrer l’autre , je tais m n j = h , Jk je le change par - là en 

(/aVn*V^(u — m) ' 

'"“V[/(“ — fî " ( “ — '” ) ‘ ] 

qui , étant multiplié haut 5c bas par ^ ( a — "> ) devient . . • i, 

d U n 


d U \ H 

uy'fu — — m)^A*“j ’ 

dont la première partie dépend de la reéHfication des feclions coniques , Sc la. 
fécondé de la rccli.ncation de? feclions coniques &C de la quadrature de la courbe 
du troilième ordre, dont l’équation elt a.. 

Le? ditférennelles qui nou? relient à intégrer pour achever de quarrer 
la courbe du tioilième ordre dont il e(l queflion maintenant, font toutes com- 

h %• d X 

prifes dans celies - ci ■ ■ ^ — , où m cft un nombre 

V »*-(- A *' -*-/■* -t- 

entier pofitif; ainfi par la méthode du ( n°, j68 ) , nous pourrons faire dJper.drè 

' ces didérentielles de — . — . qui s’intégre p.rr la 

V x‘ -I- A *> -*- c H — • 

reclidcation de? feèlions c inique?. En faifmt ufage de la niêmc méthode, nous 


trouverons aulli que 


A J 


•■'G 


' 4 - A x> -*- « * 




dépend d'arcs de 
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/c£1inm coiili’iiics ic de la quadrature de la courbe du troifième ordre dont 
réuui'io’i cft a. 

Les trois autres équations du troifième ordre donnent les trois dinérentieüej 

Jx-i-itxtix-i-ciix-i- JJ-1. , d X (a.e>-f-éar»-(-car-»-/), 

a x^ d X h x^ d X -4- c X d X -f- f d x , dont la p-emière & la troifième 

. . U- IC IJ- h x' dx-*-e xJ X -tr f J X 

1 intégreront bien faci'ement : la leconde devient 

V b x' c X t'i 

qui s’intégrera par la rectification des ferions coniques. Nous ne pmilTerons 
pas plus loin ces recherclies , & nous tcrminerons'-le chapitre par rélouJre ce 
probiême : Trouvtr Ui fnrfjct du cône obli.jue qui a pour bajc un ccrc/e, 

(40 1). Soit le rayon du cercle qui fert de baCe au cône = i , l’abfcifTe prlle 
du Centre = ar , la hauteur du cône = A, la difiance du centre de la bal'c au 
pied de cette perpendiculaire = a; cela pnfé , fi nous menons une tangente au 
point de la circonférence qui répond à l’abfcifie je , & que du l'ommet du cône 
nous abaillions une perpendiculaire { fur cette tangente , nous aurons pour 

l’élément de la furface du cône ; , 5 t nous trouverons e»Aiite par 

ïVCi— *■) 

«ne confiruélion fort fimple , j = yé [ A‘ H- ( a * — l )* ]. 

Ainfi la difféientielie i intégrer fera 


— » ) * ] 


. V ( I — X* ) 

— l — u)‘] 


OU , faifant i x = { , 

l* V ( »t — > ) 

Soit, pour abréger -+- ( a i)* = /n‘, 1 a (a i ) = n , & notre 

difiFérentielle deviendra ^ 

multipliant haut St bas par le numérateur , en celle - ci , 


que nous changerons , en 


l* V" (» { — 1) • y -t- B { 4S )’ 

i/ç 


Le premier terme 

cation des fetlions coniques. 


dépend de la reélili- 


Le fécond 


n 1/ { 


«t a* ) 

, en faifant — =«, devient 


V (1 - «) • V ( 


l V ( » t — I ) • V C m* -t- a { a‘ ) 

” * » ôi dépend par conféquent de la reflifica- 




fion des feéfions coniques St de la quadrature d’une courbe du troifième ordre 

— u)-V(j’b* t-aa- 4 -m*) 


dont l’ordonnée feroit 


V“ 
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Pour Intégrer le troifième ou ‘ <lx. ^ 

{* V ( * t — O • V ( «* -+- « t -♦- «* ) 

je le Tuppofe 

V(»î— l)-V -!-«*) 

& ]’ai la transformée 

«* = (iA-f- 3 ) -|-(a-4-i) ( in m' ) ^ • -4- 

(a-I-I)(i«* — a* 

i]ui montre évidemment qu’on ne peut donner à A d’autre valeur que celle-, 
ci, A =3 — I. D.nic 

= ( ras + Z? ) i» -H C {•- — ^ ^ " ■ > ^ -f. e* ^ , 

d’où il fera bien facile de tirer = l , 5 =3 -if— “lH , Csso,D=s^m'’; 
6 c il ne reliera plus Â intégrer que les deux dilTéremielles 

(la*— 

{’-*-»{ ta’) ’ VC’t — 

dont la fécondé dépend de la reâification des feflions coniques , 5 t la première 
de la reflidcation des fcéli'ms co iques Si( de la quadrature de la courbe du 
troilième ordre dont il vient d’étre qiiellio 1. On trouvera dans un fupplément 
aux Méinrsires de Berlin de 1746 6 t 1748 , imprimé dans le premier tome 
des Opufculcs de Dalembert , d’autres recherches fut cette matière. 




C H A/P I T R E I I. 

A 

De la séparation des variables dans, les 

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 

(40a). O U s avons parcouru ( n®*. 164 & fuiv. ) quelques cas ümples 
où il e(l poflible de féparer les variables dans les équations difféienriellcs. Nous 
avons vu que le problème n’avoit pas de difficulté lorfque l'équation émit 
linéaire du premier ordre, telle que dy-^Pydx^ Q<f jr, oit P & Q_ font 
fondions de x 6c de confiantes. Je temarquerai en paffimt que l’équation 

Pyd x= Qy*-i-’ dx fe ramène i la précédente, en fàifant -L- = {. 

Le 


Digitized by Coogl ’ 


''et du calcul I N T t 8 R. a l; 

Le problème n’a pa? plus de difficulté lorfque l’équation du premier ordre 
eft homogène , ou qu’on peut la rendre telle comme nous avons fait celle-ci , 

dx{€->^fx-^Sy)=dy {h^iK-\rky). 

Soit propofé AT ( d jy"ar" •+■ è -4“ 

Sy' -^h/ x-'" . 

on fera J' = &c jr = ce qui donnera la transformée- 

‘4- (kc.) = 

9{‘“' + ^ . 

qui feroit homogène fi r — - 1 -+- 6 n -f- e m = r — — l fl n -f- r m' xsx 

r I -+- S n" •+• e m” &c. = fl — i4-flr-p-r^ = fl — — l -4- fl r’ 4- r-ft 

9 ' ' • “f- fl r -4- cr &CC, . . 

m' — m 

On tire delà qu’on rendra la propofée homogène en faifant^ a=3f “ , ou . 


X = a ™ , pourvu que toutes ces équations 

~ *' /* — m — 1 . f» — m — 1 


&CC. =s 


JUJ : 


•»— I II — I 

aient lieu en même temps. Je prends pour exemple ]*équatIon 

» f 

a y^ X* dx -I— bdx-\-cyxdxt=z fx* y* à y ; 
je la compare avec l’équation générale , &c j’ai 
ni=m — 1 , ri = rri = o 
donc la propofée a les conditions requifes , & je pourrai la rendre homogène 

^ I . fi;: 1 • ;]. * • : T- 

feifant^ = ; elle devient par cette (ubAitutipU j^s. i'. .1 


2l= '""‘r? * » M~4» j. 


en 


, ^ , ): i a f 

* t -7->V un’ ~ 'oiU ‘V’’ ]? 




( 403 ). Soit cette autre équation dy-^y'-dx=sax’'dx, qùi eft connue 
des ('éomètres fous le nom d’équation du comte Riccaii. Il fuit de ee qui précède 
qu'on pourra la rendre homogène, dans le cas de m ai-— p , oà faifarn-ii-: 

y = — ; elle devient par cette fubflitution <^3; 4- Q i — d x a= o 

. dx -^du ... 

d’où l’on tire , en fuppofant ^ = ir ar , ~ = « — < a» - 'I Y à une 

infinité d’autres cas où il eft poffibl^ de féparer les variables dans l’équation de 
Riccati; le plus fimple de tous eft celui où /nsso, ^ où cette équation dpanq; 
PértU II, O 
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rî 


valeur de ar en u , auflî la valeur de jy en u , car y = u x. Pour rendre cela plus 
clair, nous nous propoferons les exemples fuivans dans Icfquels dx fera confiant. 

Intégrer l’équation du fécond ordre x* d* y -j- x d x dy = ny d x'’ , qui 
n’efi autre que q x'^ p x s= ny. En faifant y z= « x Sc qx=-^, on la change 
en celle-ci, p z=s n u ; & fubniiuam pour j fa valeur dans 

on a (p — a) d p {^nu^ p) du , ou 
nud u-\r U d P — P U .ép , équation homogène de laquelle on tirera la 

^ S II 

valeur de p en «; puis , à caufe de -^ = * *" fonflion 

de la même quantité , & le problème fera rcfolu. 

(40^). Je prendrai pour fécond exemple l’équation 
(^dx^ dy '^')1 z=nd xd'- y ^ {x'- y') , qui n’eft autre chofe que 
(*'+-/’* )~ = "îV' faifant J) =« X îii qx = [, je la change 

en celle-ci, ( i -4- p* ) » = 6* fubftituant pour [ fa valeur 

dans j’ai /i (p — u) i/p yf ( l-H "*)«=( i - 4 -p* )’</«, ou 


l P — a 

"(p — «) dp 


é U 


Ayant ainfi préparé l'équation qu’il s’agit d’intégrer , je remarque que — - , 

6t -" - i étant les différentielles de deux arcs dont l’un a pour tangente p, & 
1 -t- U 

l’autre pour tangente « , je ferai avec fruit ces fukftitutions p = tang. i & 

U >= tant. C , qui donnent fi - 4 - p*) = r » = 

’ ^ ^ ' cos. * cos. . 


fin. i tôt. { — cos. 4 • fin. C 


fin. (4 :) 


^ , & qui changent pat 


f’ ” cos. 4 cos. î cos. 4 cos. Z 

confcquent notre équation en celle-ci, ndi (in. (4 — C) =s tfC. Si l’on fait 

4 — .C = o, l’équation précédente deviendra ndi fin. 0 = di dq, 

d f J . 

1 — * fin * 


d’où il fera facile de tirer d b = , d C 

I — n fin. q 

& i caulê de — = 


di cos. 4 d X ndq cos. 4 

— Z , on aura — = . . -, r. 

p— U cos. Cfin. <? * cos. w(i — «fin. 

(406). Nous avons enfelgné à la fin du (n°. 3S4) à intégrer ^ ^ 

d à 


I®. Lorfque n=z i , cette différentielle devient 


dont l'intégrale eft tang. q -4- — ^ 


I — lin. ^ 

I “+■ fin. ^ , 

cos. ip 


( I — fin. ®) ^ 

Foirq-' ' 
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jonc ^ » + c; C= — » - 4 - c, Se JLJL 

CO$. ^ cos. * cos. (<»— (p) 

De réquatloti i — c= - ' on tire 

' COi. f 

^ »(* — O 

fin. ÿ , cos. » — » 

. /. 1 /!• 1 [(* C)* -l- l] rf* COS. 4 

& , fubftituant ces valeurs , = — — — — — — - ; 

X *(4 — f )cos.*-.- [(4 — c) — i]ûn.4 

or le numérateur étant la difTércntielle du dénominateur , on a 

=a \ (^b — c ) cos. é -4- [ ( 4 — c)* — I ] fin. b , 

( S< c' font les deux confiantes arbitraires ajoutées en intégrant. Maintenant 


C=xb — j 4 tang. 


. ■ ■■■ I ■ : nritir il =s 


»(i — c) 


; donc U = tang. C = 


tang. i — 


1 (t — c) 


l H- X ■ «"8- * 


‘(*—0 

& par conféquent 

J'=*«ar = c'(a(é c) fin. b — [ (i — c )‘ — l ] COS. é) 


1°. Si /!> I > la différentielle 

1 — n fin. (p 

>/ [(” — t ) ( I -t- fin. ? ) ] ■ 


log. 


a pour intégrale 

I- V [ (n-t- I ) ( t — fin.!?')] 


>/ ("* — t) ’ V [(» — O ] — VK"-*"OC‘ — fin-^)] 

donc , en fuppofant pour abréger ( i — c) ^ (n‘— i ) = i', on aura 
— ')(*■*■ f"’- '^)] (n— i)(i-«-fin.e) 

c »'— I ' V l 1 ) ( ' — J cos. f Vf "* — •) 

On tire de cette équation 

ri'H- a/iH-r— ** 0 

fin. e = — — . cos. e = i ^ ; 


d X 


Zc , à caufc de — = 


né h cos. h 


cos. è cos. f Tin. ^ ûn. ^ 
ndi cos. i ( « f 2 -+• ne ** ) 


/ a: 

cos. i) -t- (c^'. 

dont le numérateur eft la difFércntielle du dénominateur ; donc 

, = e' [ (c‘' — <-*' ) cos. é y/ ( ni _ I ) 4 - ( *4' 1 « + c— ‘' ) fin. i ]. 

Mais cos. C = cos. b cos. ç 4- fin. b fin. f , d’où l’on tire 
cos. C(nc*' 4" 1 -H tt < — ) = cos. b ( < *' — • « *’ ) ^ — i ) -é* 

I fin. i ( *4' ,in 4- « ^' ) i 

on a donc aufll jr = e' cos. C ^nt^' -t- l -4- n t ~^4' ). 

Enfin , à caufe de =s ar tang. C, on a jy = c' fin. C(n«4'4-i4-'> * * )• 
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J®. Si /I I , la di/Térenticlle a pour iulcgralo 

(« -H I )co<- <> 


f7 


V( I — «*) ( I -f- fin. ç) v' (i — n*) ’ 

OU , i caufe de tang. xx — - — ® intégrale 


— 1 ^ co«. » (i — «*) 

V(i — n‘) ^ng. fin. ç — n ^(i — »‘) i — nün.ÿ' 


jé COS. 


n — (in. f 


Donc en fuppofant pour abréger ( i — < ) ^ ( i » on a 

•“ fin. 0 »/ I* . Il 

— - — =* cos. A , d ou 1 on tire 

I — n fin. <f 

r n — cos. b’ (in. A' V ( i — n* ) ». .* 

fin. » ■= J , cos. a = — i ; i. Mais 

I — n cos. b I — n cos. b 

Jx nd b coi. b * ^ i cos. i ( I — n COI. i' ) 

■ = la ^ ■ ' ■ — J 

X cos.bcoi. f-t-fin. b ùn. (p cos. * fin. i' V (* “•*) s-fin. — cos. b') 
dont le numér,iteur e(l encore la didérentielle du dénominateur ; donc 

* = c' [ cos. b fin. A' y( ( I n*) -I- fin. A (« — cos. A') ] , 

ou parce que cos. C cos. A cos. f -t— fin. A fin. ^ , 

X3S c' cos. C (i — n cos. A') 6t y = x tang. C=mc' fin. C (i — - n cos. A'). 

(407). Si en faifant dans l’équation F=Oy que nous ne fuppoferons plus 
âtre homogène , ces fubfiitutions y => u x" , p = x" — = 

on a une transformée qui foit telle qu’en donnant à n une cercaine valeur , 
les * dilparoilTent entièrement ; il fera encore facile de ramener la propofée au 
premier ordre. Soit , par exemple , cette équation du fécond ordre 

xi = (»' -t- 1 arj' ) .^2 4j», qui devient 4*4 =p 

— 4 par les fubftitutions précédentes , on la change en celle-ci, 

r-+-ar**(itu — 4Bs),de la(|uolle x difparoîtra ab-' 
fnlument fi l’on fait in:zsn-f-i,ou>=i,£kon aura ich— 4«», 

Maintenant , i caufe de_y = ux',p=ztx,^ = ^, on 3 .xdu-\~xudx=xtdx 

d I . . 

équation qui 


-t- ar i(/=. jr, d’où l’on tire 


t — 1 U î — I 

devient , en mettant pour { fa valeur , (l-~xu)xudux=a[e—xu)dt. 
Cette équation donne 1 u d u = d c Si là -i-c = t ; i moins qu’on ne fuppofe 

t — 1 B = O. Alors , à caufe de-^ e= — « on a </uc=io, «=c, & y = ex* 

X t — lu " 

qui ne poucroit être qu’une intégrale particulière de la propofée, puifqu’elle ne 
renferme qu'une feule confiante arbitraire. Mais en mettant pour t (a valeur 

11» -f- c dans -i-’L. ^ — on a a — • C’eft pourquoi C l’inti- 

Partie II, P 
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grale doit être prife de manière que c = i,elleeft log. — _ —1 — _ • 

c' 1 — a X — y * 

fi elle eft doit être prife de manière que t c' i , elle eft log. — — 

c' îVCi— «) 

log. =L' w .yjziL;iiiiV(±r_iL 


d’où l’on’ tire x ; 


A y-x ( ■ - 4 -v (.-c) 

^ — VO.-O / 

t).ins le troifièine C3S oîi c> i , on peut mettre la différentielle fous cette forme 

■ ( ‘°s- -f = V(c'-.v 

.s 

tang. 


(v/ (<■-«) -'fg- -7)- 


V(«-.)’ 

Il faut remarquer que l’équation = c , qui fatisfait à la propofée, ne peut 
d’aucune manière être comp’rife dans fon intégrale complète, & que par confé- 
quent elle n’en eft pas une des intégrales particulières. 

(40S). l,’ét|uation ^ t= o eft homogène feulement par rapport 2 y , p 
q ; c’eft-à-dite qu’en faifant p m=s a y, q = ^y^ on aura une équation entre 
A, U &c de laquelle ou pourra tirer ^ égal à une fonélion de a; &c ». 

Mais P z=u y, donne — ^ =« ar , &1 d p =udy -t-jy d u 7 =x d x , 

d’où l’on tire jL^ = îjLï — — , donc d a -y- u'- d x = [d x , équation du 
premier ordre entre u &C a , dans laquelle fi on peut féparer u , on aura la 
valeur de y par l’équation _i2L = u d x. ]t prendrai pour exemple l’équa- 

fion X y d'- y = y d x d y -+•* d y'- -t- conftant. 

h X 

Cette équation devient x y q =y p x p‘- -i- , laquelle en fai- 


fant p = uy,q = {yyOn changera en celle-ci , .r ^ = rr -f- a ^ 

&C il ne reliera plus qu'à féparer les variables dans l’équation du premier ordre 

• U d X ,r h U* d X »/•» 

du^u^dx^ ■ -h "•«-»*'-+- — ! rv > autre que 

JC V C-' “* ) ^ 

xiu ttâ_x — — dont l’intégrale complète eft 

( — JL.= — b J (a* X* ) On tire delà u = _• 

u ' ' ' c-f-*v(-r — * ) 

6t à caufe de -i— ^udx, tss - , rr* 


Digitized by Google 


59 


ET DV CALCUL INTÉGRAL.' 

On fera ( a- x- ) = / ; &c parce que x d x = — t d t, on aura 

Jj- 
y 


— td t_ 
c ^ t 


: d t 


^ , dont Pintcgralc complète 

h (f 4- ) 

tft log. ^ 4 . - V log- (c + *0 = — — — -+• -jr '°S' 

t y/ ] . ^ui l’intégrale complète de la propofcc , puifqu’clle 

renferme deux confiantes arbitraires c Sc c. 

(409). Nous .avons démontré que l’intégration complète des équations 
linéaires fe réduifoit à trouver n valeurs de y qui fatishlîent à l’équation 

Ay-k-B -ÿ- -f. C 4^ -t- i/ 4^ = O-, 

dx a X à X 

Si l'équation eft du fécond ordre , on peut la repréfenter par 

M y N _e. - = O ; or , en faifant v = r * * 

ax ^ dx ^ t 

on la change en celle-ci', -^ 4 - = (^ 4 — 7”^ + ~ — *“ l » ^ 
s’agit plus que d’intégrer complètement une équation de cette forme i-j= n^, 

où n eft une foncHon quelconque de x & de conftantes. Nommons { i &f { i 
deux valeurs de 7 qui fati-faftent à l’éqaiation précédente; St nous aurons pour 
fon intégrale complète ^ = a { i -+• t ( i , a Sc i étant les deux conftantes arbi- 
traires qu’il fiiut ajouter en intégrant. Mais (i au lieu de deux valeurs particu- 
lières de { , on n’en trouvoit qu’une , { i , par exemple , l’intégrale complète 

de la même équation feroit j = { i -f- i f, - ^ ; ces propofitions peu- 
vent aifément fe déduire de ce que nous avons dit (n®’. 176 6* fuiv.) fur les 
équations du fécond oreire. Tout fe réduit donc à trouver ^ i &£ j 1 exaélement 
ou par approximation ; Sc c’eft de quoi nous allons nous occuper. 
d' r 

Soit d’abord l’équation = 6* “ — on fera 

fcc on aura une transformée qu’on ne pourra ordonner que de la manière fuivante; 
A . ( X — I ) • A ^ ^ X — p- ju ) • ( X -f- fx I ) • /? X* ^ ^ 

— ■ CAx^-^"'~^—. 

(x-t-i^) • (x-p- i/A. — I ) . Cx*'*'*'‘~* -p-(x-p-3 /t* ) • 

C B X , 

(x-p-3/a — • 


C C 


-fclc. J 


Digitized by Google 

i 


fO Du CALCUL différentiel 


On en tire qu’on peut donner i x Tune ou l'autre de ces deux valeurs , x = O 
ou X = I ; que IX — m; 6c qu’en nommant A \ , B i , 6<c. les co-efiieiens qui 
répondent kx = o. Ai, B i , 6cc. , ceux qui répondent à x = i , on a pour 
les déterminer ces deux fuites d’équations : 


ro • ( ro t') - B t=CAi,im‘(im i)-Ci = C 5 i, 

m • (m - 4 - i)* B 1 ^ C A 1 y x m ■ (^zm -4- — CHx, 

— c=CCi, 5 tc. , 

|«i.(jm-4-j)--Oi=*>CCi, 6cc. 

Ainfi , i caufe de arf i , 6c A z qui reAent indéterminées , il eft clair que 
l’intégrale complète de la propofée eft 

CAi*” V A i x'" 

î ~ m • ( m — I ) ïm* • (m — i ) • ( i m — i ) 

C' Al x' 

A Z X 


•y 


i) 

C> A I x'" 

• (m — i) • w — 

C' 


■(' 


i).(3m— i) 



». J. 


( m I ) • ( » « 




8cc. } 
6(c. j 


(410). La formule précédente ne donne rien pour le cas de/nKso; mais 
rf* r C r 

alors la propofée devient - — = — r , à laquelle on fatisfait , en faifant 


7 = »' , X étant donné par l’équation du fécond degré , x • ( X — il = C , 
d’où l’on tire A — îi; SiC 4 -jeft une quantité pofitive, on a 

pour l’intégrale complète ^ 

lî C -f- i eft une quantité négative , i caufe de 

ar~“'^^'“‘^ = cos.(alog.x )42 V — lAn,(ct log. x ) ( n°. 178 ) ,' 
on a pour l’intégrale complète 

y/ X . [<r cos. ( y/ ( C+i) . log. x)-+- é fin. ( y/ (C+i) .log.x)], 
qu’on peut mettre fous cette forme plus fimple 

î = V X fin. ( 4 -f- é v' ( C -h j ) • log. X ) ; 
enfin fi C-f- i = o , on n’a qu’une feule valeur particulière de {, fa voir q = yé v, 8 c 
pour l’intégrale complète j =y/ x {a-^ b log. x ), qu’on auroit Touvée en fai- 
fant C - 4 - î infiniment petit dans 5; = y/x fin. (a é ^ (C ^ ) log. x) (n“. 189). 

(411 ). En défignant par i un nombre entier pofitif, fi l’on x im — 1 ■== o, 
ou / m -+- I => O , la même formule ne donnera qu’une des intégrales parficutières 
jle la propofée i 6c pour trouver l’intégrale complète , il faudra avoir recours i 

^ l’équation 


» 


Digitized by Google 


6i 


ET DU CALC.UL INTÉGRA C 6ï 

Icjujiion î = î» -pY ^ qui , à caufe de J j où î i eft une 

fuite infinie, ne peut être d'aucun ufige. Mais en y faifant plus d’attention , on 
veira que fi dans certains cas une des valeurs particulières de { a des termes qui 
foient j ou infinis , c’eft qu’alors l’intégrale complète doit renfermer des loga- 
rithmes , ce que nous n’avions pas fuppoi'é. 

On fuppofera î = î I log. »-+-(y) A' a: -t- Scc. ; 

1 étant celle des intégrales particulières qui eft donnée par la formule précéilente J 
& q une fuite infinie dont on déterminera bientôt les expofans 6i les co-cfficicns. 
Cette fubfiitution faite dans la propofée, on a 

dx'~ *°S- •»-+- , 77 ~ *• + 77^ f « log. * 4- Car" — ‘ q', 

qui è caufe de ~j~r- = C ar ~ ‘ ^ i , devient 

i J r t fl 

dx' + 7~ "77 =Cx-‘ — ^q. 

En fuppofant fiiccefiivement 

{t =A Bi X" ^ C I X'- + tue., & 


î = ^' I H- , **-*•'• 4- C' I a: -f- ôcc. , 

[l=a A lar-+- 6fc . , t>L 

q ~ Al x^ ^ B' lar'''^'“.4.C'iar*-^*^4-&C. ; 
on a les deux transformées 

E.(X_ i) ..i''iars-*4.(x-t-/u).{A4-/u— 

(A-t-l/a) . (A-f-a^ — l). r — — 

C 5' — &tc. Aix — ^-^' 

(a™ — i) • B i X” — — i)* Ciar*“ — *4-&c. = o, 

A.(x— l).yi/'ia:»— (x-(-/a — » ) • B' 1 Jf * *4- 

(A-»-a^).(A4-i;u-i) . C'i*^-+-*“-»4-&c — — 

tic. 4- ^ i *— ■ 4- 

(atn-l-O’Bije" — Ciar‘" — > 4 - Scc. = o, 

( 4 1 X ). Soit m = I , ou foit propofée d’intégrer ; on fera ufagé 

de la fécondé transformée qui deviendra 

Partit II, Q 
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A - (a — i) *-+-(A4-/*).(A-H/* — l)- R i 




C v/' 1 * * — • — 

ji X jc~* -f» 




+ — «)• ‘ 


3 fil 


~^-4- &CC. ) 

“ ' — &C. > = ' 

-4- 6cc. ) 


8t qui ^tsnt ordonnée comme on vient de le ftiire, donne évidemment A =a Ot 
ft =3 I ^ Cl pour déterminer les co-cfiiciens , cette fuite d’éqiulions 

C A' 1 j4 1 — O , xC'x — Câ'x •+■ 35 x=:o, 

1. • J IX 1 — C 0 ' 1 -H 5 C 1 =: O , Stc. 

On voit que B' i n’eft point déterminé par ces équations , St que ji i ne l’cft 
pas non plus dans l’intégrale particulière dont on a tait ufagej ainit la propofée 
a pour intégrale complète 

{ = (^ 1 *-+- Dix'- -J-6fc. ) log. x-^ À' i-^ B' ix-^r Scc. 

Suppofons /n = — I , ou propofons-nous d’intégrer ^ S nous fe- 

rons ufage de la première transformée qui deviendra 


(a l) • A' l x‘‘ — s^(^4-ju)'(A-f-/a — 


A-4-/1— 1 


— Ca#'iar‘ — » — 

A 1 K — * — 

(A-f-l/t) - (A-l-l/U — l) - Cl X***"*^~* -t- &c. ? 

— &c. >=o. 

3*1* — > — &c. 3 

6t qui étant ordonnée comme nous venons de le faire , donne a =: i , ;* =■— i , 
Cl pour déterminer les co-ctiieiens , cette fuite d’equations 

CA'i -f- A i -zz- O, iC'i — C B' 1 — } * * = O, 

X • 3 D' i — CC i — 5 C I = O, &c. s ■ 

Or, comme fl' I refle indéterminé , & que Al l’eft dans l’intégrale parlicid'ère 
dont nous avons tait ufage; il etl clair que la propofée a pour intégrale complète 

î= ^ ^ 1 ~ — H — . - -4- 6tc. J log. X -+- W I jt fl I H •+■ Sic, 

Si nous fuppofons m = j, c’efi-à-dire , fi nous nous propofons d’intégrer 

jjT = - y ; pour cela nous teroiu ufage de la fecoude transformée qui 

dcviendia 
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A • (a -• l IX* 


.(A+/ii) . (A-+-M— O • 

CA' IX 


2 

A — i 


(a-+-iju)*(^H-1'/*— O'^'***"^*'** *H- !>£«:•? 

CB' — S:c. >=o. 

A 1 X — * -I* Scc. J 

f; qui étant ordonnée comme nous venons de le faire, donne A = 0 , ju = j,' 
& pour déterminer les co-efficieiis , cette fuite d’équations , 

jB'z-+-CAi = o, CB' Z — /éi = o, I D' Z — CC'x-t-iSi=o, Sec. 

Or, comme A z rt'fte indéterminé. Se que A i l’eft dans Pintégrale particulière 
dont nous avons fait uûge ; il s’enfuit que la propol'éc a pour intégrale complète 

2 ^ 

(A Z X -i- B X ‘ -4-îcc. ) log.x-f- . 4 ' Z -t- fi' 1 x“ 5 tc. 

Soit encore r«=s—- -j, c’eft-à-dire qu’on propoft d’intégrer ^ 

On fera ufage de la première transformée qui deviendra. 


A . ^ A i ^ . A 1 


-|-(a-+-m) . (A4-ju—l)fi' 


CA' 1 x' 


*— è 


(A-+-1^) . (A-f-Z/i — 


z,i — 0 . r I x’’-^ &c. ■) 

CB'ix*“^'‘~* — &c. 

A I X — * — Sec. ) 


Si qui étant ordonnée comme on vient de le faire , donne a=i,^=i — i. Si 
pour' déterminer les co-efSeiens , cette fuite d’équations 
i fi l -t- C^i = O, Ç/Î+I-+. .V I =o, i/J' I — Cf'i - Z fi i=*o,&c. 

Or f’i n’erant point déterminé. Si A t ne l’étant point non plus dans l’intégrale 
particuliète dont on a fait ufage v il fuit delà que 

M 1 * 1 

J T-. fAi-t-Bix *-t- Sic. log. X 4- y/' I ar -H B' i x ’ -j- Sic, 
eft 1 intégrale complète de la propofée. 

(413). Je reprends l’équation =s Cx“ — où je fais varier «/xj 

ce qui lui donne la forme fuivante , - 4 — L _ ,/î — 4 ~r" =Cx" — ‘ r 'n®. Z33). 

J X a X a X ' 


Je fuppole enfuite x * r, d’où je tire x * d x =3 d t , &, d t étant 
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conrta.it, * = — ( m — 2 ) — Par toute! ceî fi.!.rtiiutioiis^,.je ch.injè'. 
la propofée en celle-ci, — j — ~ ou j'ai feit pour abréger 

1 = n. Lorfque « = o, on fatitfait à cette équation en faifant ^=c", 

r ét.mt donné par l’équation du fécond dtgiér> ==C; foii généralement , 

on aura -4-1 r -f, _ _ _ ^ =C^, 

fc , à caufe de r ‘ — C = O , - J- (" l r-i- — ■ JLLJL = o. 

é 1' ^ \ t J dt ^ t 

• «•* 

On fera y = A -f- B ^ -f- Cf* ^ £ic'>.pour avoir la transé 

formée 

A . ( A -+-rt — 1') , A t * -4- ^ X ^ ) . (a - f- ^ - 4 - n — i ) - . ^5 f ^ -t* 

-f- (; 2 A- 4 - 7 i) . rAt*‘~^ •+■ 

(A-4-iyu) . (a “f- a fi, -+- n — 1 ). C /*"*”* '** * -f- ! 

(I . (AH-M)-+-n) . <- 5 f*-^'“-* -+- . . - '■ 

(a- 1 - 3 m) • (A-f-3ju-4-n — i) . Z) /* ■*■ ^ '* ~ * - 4 - &c. ? ^ 

( 2 . (A -4- X /X ) -4- rt) . r C f * ■ H- &c. i 

qui. étant ordonnée comme on vient de le faire , donne d’abord 

A. (a- 4 -« — i) = o, d’où l’on tire A = o ou a =-= 1 n; puis ^ = i , &C 

enfuite, pour déterminer les co-lPtcions , cette fuite d’équations 

(a- 4 -i) • (A-f-«) . JÎ- 4 -(iA- 4 -n) . r A = 0 , 

( A - 4 - X ) . ( A - 4 * rt “ 4 " I ) • ^ -4- C A • ( A - 4 - I ) -4- n , r B =3: 0 , 
(A-4-3) . Ca- 4 -«-+-x)Z>- 4 -(i .(a - 4- 2)-|^n) . rC=o,&c. 

On prendra A = i , ce qui crt permis, car il n’ert qtieflion que de trouver deux 
intégrales particulières de la propofée ; puis en fdfant pour plus de coinmodue 
I n = r , on aura ces deux valeurs dej)' , favoir _ 

ri f»-H 

(i — «) ' Î . 3 . { 1 — > ) • - (•î — ' ) ‘ n. . ■ ; 

( 3 - » ) • ( t - ' ) -J r 4 f t — &c. , &c . 


v=i— ff- 4 - ^ f- f' 

-r ï.(i— 0 


. 3 . 4 • ( 1 — - ) • ( 4 — - ) • ( 4 — > )l 


^ = f ' / 1 r f -4 

\ 1 . (i-i 

( 4 -t- . ) . ( 5 


/■* f‘ ■ 


) 

. ... J__( 

3 . 4 . 4 .( 


( A -t- « ) • ( t -±^ j ) 7 

i. } . (i-t->)(4 ^ .) 

) 


’ ) 


-r* i* 
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m—x ,r 

A caiife <le = « = i—t, la propolcc devient— — l~—Cx • t 

m 14 1 ^ ^4 V» 


Sc on a t = ,x’ ; de plus, r étant ëgil à + y/ C, on a ces deux intégrales 
particuliè.es{ i i e"^ ' , ^ i — _y i ' , &: pour inrcgt.de complète 

[ = a y I / É y 2 ; il eft clair tiiie p ir y i , y i on entend 

ce c|ue devient celle qu’on voudra des deux fuites précéd.ntes , en mettant 
pour r fuccellivemcnt y/ CtA — y/ C. Il potirra .arriver «[ne C l. it une qimmlté 
négative, 6c «ju'ai.us C foit une quantité iin.igi taire q l’on pourr.a repréfen- 
ter par y/ C y/ — i ; dans ce cas , lî on repréfente la va'ear de y i par 

y I - 4 -y 1 y^ 1 , celle de yi feray i — y i y/ — i , & on aura pour 

l’integrale complèie «le la propofée 

î = a(y I H-y 1 y / — r) />/•>/—' +i(y i — y i y^— 

En fe rappellant que ^ ^ ‘ = cos. t ^ C ^ — i fin. r y/ C', 

on verra aiiément que l’intégrale précédente peut être ciiangée en celle - ci , 
{=(•»-•-*) (y I cos. t ^ C —y 1 fin. ry/ C')-f-(a — b) ^ — , , 
Cy I fin. r y/ C' -+~y X cos. r ^ C ), 
qui . en lajfint <« b = r 6c ( 4 — É ) yf — I = c’, ce qui eft permis 
puilqae a & i font arbitraires , devient (n°. 177) * 

î=“-(y« cos.f v^C'— yxfin.r yf C')-f-c'(y' ifin.f v' C'-t-y' 1 cos. r y/ f). 

( 4 ^ 4 )- Lorfijue r fera un nombre impair pofiiif, la première «les deux fuites 
précédentes fe terminera; ce fera la fécondé lorfque ce nombre impai.- fera né- 
gatif, il en faut excepter, les deux cas où r feroit 1. Si r => 1 , l'éiju-itioii 

à intégrer eft -^-y- = ^ iaquelle on (atisfait en prenant f = e' » , a étant 

donné p.ir l’équ.ition du fécond degré A* = C. Aitifi la propofé a pour infé.-jrafe 

complète r = 4 e* *-|-ér lorfqite yt' b tft une quantité inugi.uire 

que je repréfenterai par yf C' — — i , cette intégrale devient 

^ = a cos. te y' î'-|- A fin. A y/C. Si » = — i, ou fi l’on a à intégrer ^ ; 

üx *s ’ 

on fera a* 1“ *' , Sc on aura la transformée 

qu’on rendra identique en f.iifant a = i , a' =* — i 6c /a» = C. On fi-isfera 
donc à I.i propofie en faifant î==a t~ • par confcqitent cette c'(tiaiion 


dlfférentieile aura pour intégrale complète ^ = a 
Partit II. 


4rWv 


• A < 


— V 


0. 
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ou , lorfque ^ C fera une q umlté Im igiiuire 

y/ C' yf — I , î = * ^ C - 1 - i fin. ~ ^ C 

<r ~— 

Soit » = } , ou foit propofé d’uüégrer 4 - =C* ' on aura recoufs 

â la première fuite qui donnera jt"= i — rt , t étant é^al à j r‘; £>t à caufe 
de r = ^ y/ J , on aura y i = l — t ^ C,yxai-p*< y^C, 

& pour l’intégrale complète, de la propofée 

Î = 4/V - . (i / VC)H-èe~‘v'’ (H-/ yfC). 

Si y/ C eft line quantité imaginaire \/ C y/ l , cette intégrale complète fera 

î=f (cot. f yé e'-t-f yé C lin.r yt' C'>-t-c'(fin.e y/C~tV • coi.t y/ 

— » 

Si » = — 3 , ou fi l’on a à intégrer — L =C x > { ; il faudra fe fervtr 

de fa fécondé fuite qui donnera ■>- = t — i — rt — ‘ , r étant égal à — 3 * ' , 6c 

on aura pour intégrale complète 

' î=ne'''’fr-t-r — * y/e) -3- r—* y/ f); 
à moins que y/ C ne foit une quantité imaginaire yé C' yé — 1 , cas auquel 
«ttte imégra'e f ra 

I = c ( t — ' cos. r yé C" -4- t — ‘ yé C' fin. r y/ C') c' ( t — > fin, t ^ — 

t—‘- y/ C COS. t y/ C' ). 

II feroit inutile de donner un plus gnnd nombre d’exemples. 

(415). En faifant ^ d’où l’on tirej<=3 -i- » on réduit l’é- 

1(1 — .■) 

</* r — > ' ^ 

quation -y-y- = bx » » à une du premier ordre que voici: 


~~dx 




- 4 - «* = f -r • , laque'le n’oTre d’autre cas d’intégraWlité de 

l'équation de "iccati que ceux que nous avons détà trouvés. En cflvt , i étant 
un nombre CIV ter poiiiif, fi pour exprimer que r ell un nombre pofitif impur , 

on écrit » = 1 i i , on aura -LLLZIIL — -T ~ ; & fi . pour e.xprimer 

I 1 I r I 

que » efi un nombre négatif impair , on écrit v = — i r -1- 1 , on aura 
^ ‘ ~ t-L. Maintenant lorf|ue C efl pofitif, { — uj i * -t— 


by X e ‘ ^ } or à caufe de ir = ac > tf ac , on a. 
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<Î7 


— , v' C(-y I e'v'*— 4y le-'v'*); 


<ix 

donc , en faifant — = c , on trouvera que dans ce cas - ci 
b 


V t/ * ^ àx 


d y 1 — / ^ • 


• ' ^ C y I ^ 

>- i ; (c^ I 4- V 1 ' . 

eft l’intégrale complète de ré(|ua>ton de Riccati propofée. Lotfcjue C eft une 
qiianiité négative que je rcpréfcnterai par — C', on a 
{—y' I (c cos. / ^ C 4- c” lîn.r y/ ^ )4-.'v‘ a ( c coi. r y'' C — c fin. / C'), 

que je puis mettre fous cette forme plus fimplej 

{ = 4 y I fin. (ry C' 4 -A)-t-dyx cos. (/y C h) , 
h étant un- arc confiant quelconque ; donc dans le c.as préfent l'équation de 
Ricc.iti propofée a pour iniégrale complète 

« (=.| .^) = (^/^fin.(/yC4-A)4-4^cos.(/yc'4-A)4- 

I — » , 

’ v' C [y I cos- ( ' y f -+- A ) — y 1 <>’• 

( y ' I fin. { / y C' 4 - A) 4 - y 1 cos. f / y C' 4- A ) \ 

Pour rendre cela plus clair , nous propoferons les deux exemples fuivans. 

( 416 ). Premièrement nous fuppoferons » = 5 , ou nous nous propoferons. 

, du i ^ VI O ' 

a intégrer - — u* Car . Nous avonsy =r 1 — // 4- — " ot /=: 1 * ' j 

J X 3 

do. C, à caufe de j^yc,_j’ i = i — / y C -t- — ,_yi— i 4 -/yC 4 -tL, 

& l'imégra'e complète de la propofée , lorfque C efi pofi'if, fera 

u=- Cx“T //‘'^•[/ yc.-l-/] -_«-'v'*‘[jiyC 4 -/]):(e/'v'*j-c,._ 

î ' y c-t- J ] n y C -t- 3 ])• 

Dans r.iuTe cas nous aurons 


, d^•l »;'« _* </v't _î , 

ri~l .vx :_ — t /C, — — X -, — — —ar ‘ yC; 

J ^ ' -’jx 3 ’ d X 

& [>oui l’i ili-gia'e complète de la propnfje 

“ C” V ' 1 / V î vos. / y C' 4 - A ' — r fin. (/ y C' -f- A } ) : ([C*/* — j] 
fin. ^/yC4-A/4-j/yC' co.. y C' 4- A ; j. 
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, U ^ 1 * 

SecoriJcnicnf ,foit 5 , ou Toit propolê cl intégrer -h a* — ' • 

r* ' ! 

Ou a y -= t — I rt — ■* -f- -j- t — * Se r = — 5 a: ’ ; 

d’où Tùii tire , à caufe Je r + y C, 

■y t=f-i t-4^C-H • i = f-», 

— ( — 5'-"-H4'-VC— 

= 5r— <r_4,-,^C — C/-'*); 

Se pour l’intégrale complète Je la propofée, lorfque C eft pofitif, 
u — x~ (ce'^ ^ [ — 3.5 t — -t- 3 . 5 f — ' \/ C — 6 Cr — ^-4- f y — ’] 

[3 • 3 • 5 t-< >/ C-t- 6 Cr -■ * -t- C^/C/->]): 

[5/-<-3/-VCH-Ce-']+ “'v'*[3r-t-f.3t-VC+Cr-*]). 
Lorfque C eft une quantité négative C, on a 

y« ='-» pr-»,y 1 = f~W^, 

^=a:"r(_ 5 r-* 4 .C’t— 4,-1 x~' v^C'; 

Si pour l’intégrale complète de I» propofée 

uz= X * ( [ 3 . 5 t — ‘ -3- 6C'/— ■*] fin. {eyC'+h) — [3 . 5 /— t — 
C yCi—'] cos. “1“ [ — 3 -3- fin- -3- *) 

-3- 3 t—* v/ • C"’- 0 \/^’- 3 - )• 

( 417 ). On voit que la méthode des fériés peut être d’un grand ufage pour 
féoarer les variables dans les équations di(3’érentielle>. Soit encore propofé de 
trouver de cette manière les cas d’i.uégrabilité de l’équation 

(u- 3 -iar’)ar‘ -3" (e -+- c.v" ) ar - 3 - (/-f- gx’)yz=0. 

/ 

On fera yz=^x' _ 3 _ !} - 3 , C**"^*” + Sic., 

Si on aura la transformée 

(tfX . (a — l)-t-cX-3-/) ,/a:' +(4 . (x -H /a) . (A-»-/a — l)-t-c . (a H-/x)-»-/) 

-3-(a.(x-3-i/x).(x-3-l/a l)- 3 -e.(A- 3 _ Z/a) -3-/> 

f 'ar -I- Sic. -3-(é X . (x — i) -3- r X _ 3 _g) ^ x’'“^ "-(-(é . (»i -3- /a) . 
(X _3-^_i)4-r.(x-3_^)-f-5)/?.y-*-“-^'’ -3-(è.(x-|- l/a). 

(x + l/a l)-3-r.(x-3-l/a)-3-g)C'x’'’^*‘*'*'"-3-SiC=:o, 

tju’on 
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qu’on ordonnera d’abord en ireitant le premier terme de la fécondé Ati'e foui 
le fécond terme de la première, ce qui donnera = n Sc A par cette cctua- 
non du fccond degré ^ 


ax.(A — -f-/=o ; 

puis B = ^ i)-f- eA-+-g 

2 J « A — ^ a n • ^ n — i ) — p- n t 

f ^ *-(A-|-'l)-(A+g l)-t-f(A-4. 71 ) -I- J 

4<RA-|-2.>/I-(2/I » 

jy ^ *.(A-t-2n).(A-f-2« ■)-(-<. (A+2ir)-f-j. 

6 ««A (3« — i)_f_jcR 


il eft clair que cette férié fe terminera toutes les fois que l’on aura 

(É) . . . . i . (a in) . ( A -f- in i ) _j_ e . ( A-+- in) -4- -oj 

i étant un nombre entier pofitif quelconque. On ordonnera la même transformée 
en mettant le premier terme <}e la première fuite fous le fccond terme de la 
fécondé, ce qui donnera — n & a par cett* équation du fécond degré 

(c).......éA.(A I ) _(_ tA 4-g = o. 

On trouvera donc par ce fécond arrangement , 

B =r A ra.(a — i)-f.cA-t-/ 

%b n X — i A • ( n i ) *4* < « * 

r* ^ <(a— - n)* (a — ‘ H — I ) -4- c ■ ( A n ) >4*/‘ 

4 b a X i b n • %n ~i~ i ') — j— i ne * 

n /- ■*(* s«V(a 2 H Q-+- ç.(a— in) f 

6inA — )in.(3Q i) ^ J » &<«' 

férié qui fe terminera toutes les fois que l’on aura 

fn).(A in 1 ) -f-e. (n — i„)-h-/=o. 

On tire de l’équation a, a = * ^ — <) 4<>/~)J 

la * 

de l'équation i, a -4- in nr -* ') _ 

fit pour équation de condition 


i„= _f L -i- V[(*-0*-4*it] 

la 2* ^ 


li 




on tire de l’équation < , a — ~ * *) 4 ^g] 

li * 

de l’équation J, a — in — — 4-»/] . 

13 -» 

Partit II, 
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ainfi l’on voit que le fécond arranpetnent ne nous appre d rien de plus que le 
premier fur les conditions d'infégrahilité de l’équ-oion didêrenticlle prnpofée. Le 
premier arranjenient ne d im-eta qu’une v.s’eur de A, dt qu’une feu'e férié p>r 

conféqiient , dans les deux cas de a -rz o & de ( a — c ÿ •* a /" — o ; le 

fécond arra ijicnient ne donnera de même qu’une feule fêrie dans les deux cas de 
h z=LO Sc de (h — e)' — 4kg —O. Il poufroit le faire aufli qu’une des fériés 
données par le premier arrangement eût des termes qui fiiITent i ou infinis , ce 
qui arrivera toutes les fois que l’on aura 1 a a - t- a . ( /n — 1 ) -t- c =_ o , 

ou, mettant pour a fa double valeur, lorfqu’on aura 0 '* ’’/] 

H fl 

c’eft-à-dire, lorfque la di.‘ 7 érence des deux valeurs de A fera exaélement divifible 
par n. Il en fera de même des fériés données par le fécond arrangement ; &i 
ces cas d'exception méritent d’être examinés avec le plus grand foin. Mais cher- 
chons auparavant fi par quelque fubflitution on ne pourroit pas trouver ü’auties 
cas d'intégrabilité sic notre équation. 

(418). Nous donnerons à cette équation la forme que voici, 

(a +ix’)x‘ )* -H (f-i-gx’ )Jx^ = Oi 

puis nous ferons = ( a -t- é a:" )*' « , d’où nous tirerons 
it y 4 H H b X* '4* y d* u ia’hAx" 'dxdu ^ 

y ^ U ’ y « (a-t-ïx’)u 

il- — ‘i,* a'. ( a’— iV n’ 

â-4-kx' "*■ (a-t-i*")* 

En fublVituant ces valeurs, nous aurons la transformée 

(a-i- é JT" ) ar‘ ^ -H ( e -4- ( « -+- 1 a' n i) • x’ ) x -4- Çf-hgx"-^-x' n> 


( C ^ r Jc" ) ^ 


(r..-0.i* -T- 1 )Jx* = o, 

qui eft de la même forme que la propofée ; car en fuppofant le co-eflicient de 
d X* égal à ;» -t- </x", nous trouverons 

= -4- i ) • ^'= 

Soit pour abréger e -f- 1 a’ « é = «' ; la transformée deviendra 

d* U d X i U 

( 4 -4- ix-) X* — 1- éf-f-t'x" ^ X — 4 - { P -4- qx- ) d x' =X O, 

dont les cas d’intégrabiliié font reiifcmés dans l’équation 

c , V [ (* — d — 4t’<] — V l(a — rV — 

»« = T7— Tï± T* ' TT* 

qu’on changera, en mettant pour r', p t*. q leurs valeurs, en celle ci 


^ dx* = o. 


tn + n ! 


— — -t- VU* — r ) '— -t^g] — y* [f a — r )’ — 44/]. 

»* » 4 ^ 1* 14 
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Cette fécondé équation a;oiite aiw conditions dé)i trouvées ; 5c la propoféc fera 
intégrable abfolument toutes ks fuis que la diflétence des deux quantités 

5< augmentée ou diminuée de la différence des deux autres quantités 


a i 


yt[(a-rr-aan 

% a 


fera exaftement divifible par n. 


/lors il fuflîra de trouver une feule valeur particulière de \ ; mais <i y ne peut 
être donné que par approxiiiutioii , il faudra trouver deux valeurs de cette quan- 
tité, 5i nous avons remarqué plus haut que dans plufieurs cas les artargeir.cns 
precedens ne donnoient chacun qu’une fuite infinie. 

Le premier arrangement ne donne qu’une fuite infinie , lorfque la différence 
des deux valeurs de X eli exadlemcnt divifible par n ; foit alors l’une de ces 

, 4 — c in , 4 — «e in. 

valeurs -t- = x 1 , I autre — — fera = X i - — t n , oc c eit 

142 

cette fécondé valeur qui étant fubftituée dans y = A a-* -è- 6cc. , rend des termes 
de celle lérie j ou infinis, Suppofons qu’en fuhftiiuant la première , nous ayons 
y I = A la;*' -f- &c. ; nous ferons y ■= y \ log. ar -+- j , 6 l 

en mettant dans la propoféc pour y , , leurs valeurs tirées de l’équa- 

tion précédente , nous aurons cette transformée , 


(a-héaf")ar* -4- 1 (<« -f-èat* )ar^^,-f- fa-t- far” )** ^ 0 

(e-l-<at”)* log.x-+- ( c-t-tar')*-^ I -»- ( e -p-ex” ) ar ^ > =0, 


qui , i caufe de 
(<H-fx”)x 
fe réduit à 


-^■og.x-t- 


(n-p-fx") ji^(/+gx’) q 


S 


) x^' -P- (/-t-gat') J 1=0, 


a (a-P-èx") x-^^' -4- ( c -t- *ar" I _ (a -p. f X’ I -è- ( a -P- èx” ) 
^ + X77-»-(/-P-Sx") ? = o- 


Repréfenion' par (Af)x“ + (W)x*'-f-" -p- 5cc. , la fuite qui provient des 
trois premi' is termes de la dernière équation, c’eft-à-dire que 

(A ) = (xaxi -p-f — a) Al, 

(él)=<aa.(x I -l-n)-p-« — a)5i-p-(ifx l-4-« — t) A i, 

(t ' == f 1 a • f X I -t- in)-p-c — a)Ci-p-(iè*fXi-f-n)-(-< — h) B t, 

(/>) = (iA'^x»-P-3n)-p-f — a;/?n-^if'^x i -p-x«)-f-« — i)Ci,Scci 
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ut'ntPTfiaeNTif. i. 


.bx' 


&C. : 6c nous aurons 1a trans- 


Siip^ofons enfuite 7 = yix‘ 
forn.c-e . 

- l)^ (-• 

( /. . ( A _4_ ^ ) . C A ^ M - . ) -4- ‘ • ( J' -+- >* ) -^ e ) ^ ^ 

-1- Sfc- = o- 

Si nous prenons pour x celle des racines de réruation a x , (x— i)-h « A O 

que nous avons reptélentce par A 1 - in, ^ que nous faiTions == f ’ >> "0“* 
fuidra ordonner la transformée de manière que le picrnter terme de la leçon e 
fuite füit fous le fécond terme de la première , &c le premier terme de la troiliéme 
fous le terme f -4- » de la première ; 8c par conlëquent nous aurons pour déter- 
miner les co-elHciens les équations fuivantes : 

- - O - 4 -‘aH-î)^ = o, 

(x«A-l-u. (xn i)-t-e)anC‘-4-{i .(A-J-t») .(A-f-«— «)+. 

, . ( A -H n ) 4 - f ) ^ =• o> . 

(xflA-l-<«.{ in— «)-+•«) '" 1 ^' - 4 -( 4 -(a- 4 -(‘— *)•”) 

(A-h(; — i) . n — 0-l-« • (A4-(i — = 

Mais dans le cas que nous examinons, i4X-\-a.(,in — l)- 4 -e=" 0 » 


uVi/aaw ^ _ 

(è. (A-f-(r — i).n).(A 4 -(i — l) n — l) + «.(A-f-(i— i)«; 

{i-(-l) 4 n*l 4 -(è.(A-*-in) ,(x + in — l)-4-e . (a - j-f n) -t-g) (®) = 0 » 

(/;_f-x)iun‘Ai -H (K(A-H(/4-i).n)-(A4-(i4-i).»-»)-H 
<.(A-H(r-l-l).n)4-^)i.-l-(0 = 0» 

(;4,3)î*»‘Ar_,_(A. (A4- (/• 4- !).«).( A 4-0' -H a) . «—«)•+■: 
a. (a“ 4 “ (<4- x) • n) •+• g) M-i- = 

Ainfilorfque la différence des deux valeurs de A fera divifible par n, on pourra 
encore trouver l’intégrale complète de l’équation différentielle propofee par deux 
fériés afceiidantes; le cas où les deux valeurs de A font égales, eft compris dans 
le précédent , puifqu’il eft donné en faifani r = o ; il n’y aura donc que lorfque 
d — O , qu’il ne fera pas poflible de trouver l’intégrale complète demandée pat 
deux fériés afeendantes. 

( 419 ). )e propoferai pour premier exemple d’intégrer complètement par deux 
fériés afeendantes l’équation du fécond ordre x' J'y x Jxdy -i- gx' yJx- =0. 
Ici 4 = 1, kz=o, cz=Zi, c=o,f=o-, & A eft donné par 1 équation 
A. (a — i) 4 ,A=io, dont les deux racines font égales , puilqu elles font 
J’une 6c l’autre = 0. _ 
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On auM X 1 1 = 0 , ^ i *=— C i *= i » A 

(^) = o, {B)= xnB i\ (C)=fe(f nC\ \ \ D) r.Di, &c. . , 

Pui'que i zzzio , on efTicera tout les termes qui t'.ins la ,valcur l'e q précèdent 
Celui qui a K pour co-eltîcient, & on aura pour ctérerffune^ les fuivans, Cette 
fuite d’équations ^ 

«’• i-(-ÿ Ar^-(5)=o, (-0) ïï=o, 5cc. , 

d’où l’on tirera ■ ' ■ ’t • . . 

l — 1 L±l_i± m _ül£î_i.^— v=n5L±i_ vc. 

( r »* r* *’• »' N 

‘ — V-^* — --fr^ + 2ce. ) >rfilog.A. 


K- 


\ ni n*y Van’ 4 n* J " \. 4’ 9" 9'*' 4 • 9 

X i " — 5cc. , I , - 

& cette intégrale eft complète , puifqu’elle renferme deux confiantes arbitraires 
^ I 5c K. 


(410). Soit encore propofé d’intégrer complètement par deux fériés afeen- 
dantes l’équation du fécond ordre 

( 1 — x‘)x*</’jy — (i-f-xv) X d X d y )c^ y d x^=io. 

Dans cet exemple 


«=i,é= — I, c=— i,c= — 1, /=o,g=3 I , n E= 1 ; 

5c X eft donné par l’équation x . ( x — 1 ) x = o , dont les deux raci- 

nes O 5c 1 ont pour différence z qui eft divifible par n = z. Maintenant , i 
caufe de X i s= z , on aura 


B 


iAl 

8 


> 


C I 


î • f f TJ , 7 • 3 • f -'5 - 7 d t 

8 . 14 ’ 8 . 14 . 48 ’ 


5cc. 


5c 


{^A)=.xA i,(B)=6JSi— 4/<i,(cr)«=ioCi — 8 B i,(D)=i4D 1 — iz Ci,5cc. 


De plus , puifque i = 1 , il n’y a qu’un feul terme dans la valeur de q qui 
précède celui qui a pour co-efficient K ; les co-efficiens tant de ce terme que 
des fuivans feront donné par les équations 

I -4— (, d y = O , s L — J K -f- ^B)s=o, Z4M— • -f* {cy s= O J 

48 N — 35 iW -*-(D) = o, 5 cc. ; 


d’où l’on tirera 
I — — % A i , L = 


I * 

7 A \ . 3 /C ^ il A \ 

Trr*+' T”’ ** “ ïTTTs 


tr K . 
8 . 8 ’ 


N =x 3M5 d 1 
8 . 8 .8 . 48 
Partit II, 


t • SS ^ 

8 . 8 . 16 ’ 


5cc., 
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8t pour PiaiégraU complète demandée, _ 


< 


I 




3 • 3 • 5 


î ■ t • 7 


-&C. 


) 


4 1 *- Icg. Jf — 


O 8 . 14 8 . 14 . 4S 

( •7 A'\ 3 "Si f il A i » 3 ^ ^ 

-rV V; C :TTr8 + -8TT>" 

/ ti33 4 I -4- &C. 

^^8 . 8 ^Si • 48 8 • 8 lO ' I. 

Par un procédé lemblablc , on trouvera deux fériés defccndantes lor(c(iie la 
düFé' ence des racines de Téquation^e fera exaûement divifible par lorfque 

les racines de cette même équation feront égalés.- H n y aura d excepte qne le cas 
où é= O- c‘eft-.i-dire que lorfque b fera = o, on ne pourra avoti 1 ituegr.ale 
complété que par denK fériés amendantes j on ne pourra l’avoir que par deux 
fériés defcendwtes , lorfque a = o. ^ _ 

fazrl Si les deux. racines des équation* a ou e font imaginaires, en re- 
préletitani l’une p.ar x' -4- xV — • . x' — x’ y/ — l ; de plus , 

nous avons démontré que 

X' V — * = cos. x' log. * ± v' — 1 fin. x" log. X ; 
ainfi tant les deux fériés afeendantes que les deux fériés defccndantes pourront 
être tellement combinées que de l’une & de l’antre manière on ait l’intégrale 
complète de la propofée. M.iis pour réloudre dans ce cas - ci le problème 
direaemenf, on fera > t fi"- * * log. ar; - 

d’où l’on tirera 

y _ !Üfin.Aloe.:eH- ^ cos. Alog.*-f- ^ cos. A log. x— ^ fin. A log. x , 

n~t* • 

CZ ^ üi fin.-Aloe.*4- — ^ cos.*log.x- ^ cos. A log. x — 


î_^ fin. A log. X -4- cos. A log. x — — 

JL^ fia. A log. cos. A log. x. 

d y d' y 


i h d U 
X i> 


fin. A log. X 


En fubllituant ces valeurs de y, dan» réquafion 

(4-vi *•)*’ )éy=o» 

on aura une transformée dont , à caufe des deux indéterminées u & on 
pourra faire deux équations. On les fe a de manière que fin. A log. x & cos. A 
log. X n’entrent ni dans l'ime ni dans l’autre , & on aura 

(,) (x-t-Ax* -jl g*’) I 

lA (a -t- Ax'j X A ,^a-(-Ax''>x-Ay-t-ex-)« — A‘ (u + Ax') i = O , 
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(C) ^ ~ 4- (/+ 5 .V')a+iA 'rt-}- 

b x*')x — h (a -hb x”) j-*- A (c + * i”) j — (a-hb x') u z=. o. 

Soit î=:^.r^ -4- -t- Sfc. « = ^' .r* -!- -I- Sfc. , 

&t foient fubllituécs cct valeurs dans l’équation a , on aura la transformée 
[(a A. (a — i)-t-cA-t-/ — ah') A — (kAa — ak-^ch) A'\x'‘~+- 
[(fl.(A-t-Ai).(A-4-^» — ■ I ) -h c , (a-4-u)-4- / — a h' ) B — ii a h . 

( A -t- ;* ) ah-t~ch)B jar . (A-4- i^) . (A - 1 - i ^ — i) _l_ c , 

(a 1 -+-//) -hf — ah') C— (la A . (a -f- l ft) a h -4- ch) C* j x * 

&c. - 4 -[(Aa . (a — O -f- « A-hg' — AA* ) A — (iAAa — AAh-<A)^] 
[(A . (A-f-/u) . (A-^/a (a -+-/<) -b- g—. 

AA*)i? — (lAA . (A + m) — ^ A-t-<A)5'].v'‘-^^-^V[(A.(A-t-i^). 
(A-t-l/a— bh')C — (iAA.(a-»- 1 /i)-. 

AA-t-eA) = O. 

En ftiifant les mêmes fubftitutions dans rér]uation C , on aura une autre trans- 
formée qui ne fera que la précéderte, dans laquelle on auroit mis A' , B\ &c. 
pour A , Al, Sfc. 6 t réciproquement , & dans laquelle on auroit changé le figue 
de A. Maintenant, fi l’on veut « & { par deux fuites afcendantes , on fera dans 
cliacuiie de ces transformées ^ ~ n , & on aura d’abord les deux équations 

(aA . (A — i)-*-tA-t-/ — ah') A (laA — a c) h A' ■=. o , 

(uA . (a — t)-t-cA-4-/ — <i A*) ..rf' -t- ( A — a-+-f ) A = O ; 
d'où l’on tirera nécsflaireinent ces deux -ci, 

«A . (a — i)-t-cA-i-/— flA* = o,KA a -t- c = O ; 

5c par conféquent A ~ tZZJ. A* = * ^ - . 

la 4 a 

A crufe de I' qui doit être pofitif , cette folution exige que 4 a (a— c)*, c’eftie 
cas oii les deux raci es de l’équation a font imaginaires. Les co-ef!îcien$ A ^ A' 
rcfleront intléiirminé>, 6 < on aura çour déterminer les (uivans cette fuite d’équations, 

( 1 a A a . (n 1 -t- c ^ « 5 laAnA'-t-(AA.(A — 1 ) -t- r A -+- 

g b h^) A — (iAa — b t) h A' =■. O , 

(laA-t-a. (n — l ) -^ c ) n B' 1 a h n B -k- (Ax . (a 1 ) 

g AA*).i'-t-(lAA — b -i- c) h A 1 = o ; 

(laA-f a. (in — l'+c) mC 4 a h n C -4- (b . n) . (\-4-a l) + a. 

( A -+- r; -t- g AA*) B — ( 1 A . ( A -t- n) A-*- e) h B' = o , 

(i.rt'A-* a . I in — i)-t-e) inC'-t-4aA«C-4- (A.(x-t-n) . (x-t-n — i)-^e, 
(A-*- »y -t- g — A A*y B' -t- (1 A . (A-t-n,— A-t-a)A/5 = o, &c. 
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De cette maniiJre on trouvera bien aiféinent rmté<;ra!c complète de la propofée 
par deux fériés afceiulames dans le cas où les deux racines de l’erjuaf-o a a font 
imaginaires ; il ne feroit pas plus dilfieile de trouver cette intégra'e complète 
par deux fériés delceiidaates dans le cas où les deux racines de l’é.)uation c fe* 
roiciu imaginaires, nous ne nous y arrêterons donc pas. 

C’eft ici le lieu de faire quelques remarques fur une méthode que 
nous avons donnée dans le chapitre précédent pour développer les fondions en 

féiies. Pour trouver la férié qui ell le développement de la fonflion a 
on prendra de part Sc d'autre les dili'crcntieUes logarithmiques , on aura 


rfy 


rfat U<g. a 


— ; puis élevant les deux membres au quarté & différentiant 


y v/* - 

enfüitc, réquation du fécond ordre 

( I — X- ) d- y ~ X d J d X n'^y = o , où =: ( log. a )‘. 

En nous propofant la fonction (*■-(-%/ y ( n°. 386 ) , nous 

foinmés parvenus, par des opérations femblables, à l’équation du fécond ordre 

( i-i-x^ ) d^y X d y d X — . y d a.* = o. 

Soit donc ( I :+: ar* ) d'- y ^ x dy dx — rd- y d = o. 


On fera <v = + S x‘'~*‘ ' 


6tc. , 


pour avoir une transformée qu’on ordonnera d'abord comme il fuit : 
A {a — 1 ) -d X*' * -4- — i)2î 




A + 1 a — 1 


' &CC 

• 5 cc 




(x-i-i.u— i)Ca' 

( 4 - 

&; de laquelle on tirera xe=o,/u=i, 

puis X C = n'- y/,1. 3/> = (/j‘^i)B, 3 . 42s=(/i*^4 
On déterminera les conftantes arbitraires yf &c 5 de manière que x = 


)C, 6cc; 
O donne 


^' = I Sc = ra , Sc on aura la férié 


rf X 


JC‘ H 


1 1 3 a 3.4 

On peut ordonner la même transformée de cette autre manière 

X ( A — l jd X ^ ( A — t— /a ) (X -4— fx “t ) B X^~^ 

4- ( ± O* ) y/ a:» 

(x-t-X/a) (X + IM— 

(±(x4-f*)*— +Scc. s 

oui donne évidemment x ( x i ) = 0 5 c ju = 1. 


X* 4 - 5tc, 


Or 
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Or de X = O & ^ = 1 , on tire 

ï B = n' yl , I . 4 . C=(n*^4)5,5 . 6 D= { n‘ 4- i6 ) C , &c. ; 
de X == I 5c /« = 1 , on tire 

1 . 3 5= (n*^ i)y/,4. 5C = (n*+9)5,ô.7Z>=(n*4-iO^> ' 

6c comme chacune de ces fériés n'eft qu’une intégrale particulière, on en pren- 
dra la fomme pour avoir la valeur complète de , de laquelle , en déterminant 

les confiantes arbitraires de manière que ar = o donne jy =3 • 6c » 

on tirera le même réfultat que ci - delTus. 

La fene i — , — -f- — . -4* — • 

1 a 3 a 3 . 4 a 

. "‘-9 - art H- Jll . "-1=J . x‘ 4- . llui è 

4*5 » 3-4 î-6 i J 

2 9 . " ~~ *7 -f. 6cc. eft le développement de (x -H V^i 4- 


celle-ci i-4-nx-f« — x*-(- — . 


X» . 


1-^X4 4--^, 
3-4 » 


xt-f. . 


-2î x7 4 - 6tc. eft le développement de a 


Â lin. * 


Les jéfultals qu’on obtiendra par la méthode dont il s’agit, feront néceftai- 
rement exaâs , fi la férié renferme autant de conftantes arbitraires que l'expofant 
de l’ordre de l’équation difterentielle contiendra d’unités; arbitraires qu’on déter- 
minera par les conditions tirées de la nature de la fonélion propofée. 

Nous remarquerons auftï que l'équation 

( ijh**)<f*_9’j;x</_yi/x — — n' y d X'*- €= X d 

eft intégrable abfolument, par la méthode du ( n°. 176 ), puirque nous avons 
une valeur de y qui fatisfait à cette équation dans le cas de X = 0. 

,(413). Une équation difterentielle étant féparce , telle que celle-ci 

, il n’y a plus qu’à intégrer chaque 

membre en ajoutant une conftante arbitraire. Mais s’enfuit -il de ce que chacun 
des membres n’eft point intégrable féparément , que l'équation ne le foit pas ? 
Euler a fait voir dans les tomes VI 5 ç Vil des nouveaux Mémoires de Péters- 
bourg, 6c dans le premier volume de fon Calcul intégral, qu’il y a des cas où 
cette conclulion feroit faufte. Par exemple, en y faifant peu d'attention, on 
pourroit conclure que l'équation précédente n'eft point intégrable algébriquement, 
puifque fon Intégrale eft X Un. x = A (in. ^4-t ou A Ç\n.x=.A fin. _y-|- 
A fin. <1 ; Cependant 4 6c yj étant les arcs qui ont pour finus x 6c v , 6c c l’arc 
conftant, fi q = ^ -4- c , on a fin. 4 = fin. p cos. c -f- cos. p fin. e, 
l'artit II, . V. 
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oux=^y(i — 4*)-t-<i\/ (i— j‘),quiell une équsîlon algébii«îu* 
& l’infégrale complète de la propolee. 

L’équation difFércmielle 

j^x </y 

( dont chacun des membres dépend de la refiilication des feflions coniques comme 
nous l’avons démontré dans le chapitre précédent), étant prepefée, Euler a 
imaginé qu’elle pouvoit avoir une intégrale algébiique qu’il a rcprélentée par 

a 4 -b- 5 (ar-t- o) -H C D xy -^E{^x'’y^xy'-)-\-F x-y'^ = 0. 

En effet», en différentiant cette équation , on trouve 
i 5 -f- Dy -f- Ey ’■ + 1 a: ( C_J_ £y -h Ey* 

. ly Ç C -t- £ x-i- E x‘ ) ] t/y =0, 

On- tire aulü de la même âjtiation 

( C -+• £y ■+■ Ej^) X* (B -i- Dy E >*) x A A- B y h- — o , ou 

(Ca- EyA- Ey' >* 4 ** -t- ( 5 •+• D y 4 - £ jv* ) ( C -t- Ey 4 - t'y' ) 4 x -+- 
{ B A- D yA- E y* B A- D y A- E y' y — A A- E y 4 * Cy*y 

(C-h£yA-Ey*), 

6c extrayant la racine quarrée de part 8c d’autre , 

IX (CA-£yA’Ey*)A-BA-E>y-t-Ey't=±; y [(S-hD £j‘)‘ — 
4(AA-ByA-Cy')(C^£y^Ey')]. 

On trouvera de la même manière 

ly (Ca-ExA- /x*) ^ b a- Z?x 4 -.£x‘= + ^ [ (B a- J^x a- Ex*)* — 
4(Aa-Bxa-Cx‘)(Ca-ExA- Ex' ) J ; 
donc en mettant ces valeurs dans l'équation différentielle, on aura la transformée 
d X y[ (B Dy A- Ey') — 4{A -t-By Cy'- ) [ C A- £y a- F y' ) ] =s 
dy ^ (B -t- D X A- E X* j'^ — 4(^A A- B X'i- Cx' {C A- E X Ar E x')"] , 
qui étant comparée à la propofée 

</x y/ [a-S- -t- cy^Aty*A- fy* ']t=dy ^ [ 4 -+-éx 4 -xx* 4 - exi 4 -/x« ] , 

donnera pour déterminer A , B, C, D, £, E kt équations 
B‘ — 4 A C = a , 

1 BD 4(BCa-AE) = /’,' 

X B E 4- £)‘ — 4(^0^ -4- A E -4- B E) = tf 

xDE 4 (C£ 4 -B£) = (, 

£> _ 4 C’£ = /; 

8 c copime il y a fix co-efficiens 8c cinq équations , un de ces co-efficiens reftera 


Digitized by Google 


1 


ET DU CALCUL INTÉGRAL.' 79 

îndi^termin^ , & rintéi;rale trouvée fera complète. Laf;range a donné dans le 
quatrième volume des Mémoires de Turin , une méthode direéle pour intégrer 
celte même équation qui mérite d’autant plus d’attention qu’elle pourroit être 
d’ufage dans beaucoup d’autres c.is, 

( 414 ). Soit d’abord l’équation r* ’ ) = ^ 

je fais chacun [des membres = d f , & j’ai par-là les deux équations 
dx . , d y 


4»* 


iy' 


oit je tire = a-^bx-^cx^ 6c -jjr s= a ■+• -t- c _y* 


Je différentie chacune de ces équations en prenant J t pour confiant , Sc il vient 

1 à* X 2 ^ y » • t 

— = è -4- 1 « ar , j - pr = 4 -t- a f jy, lefquelles étant ajoutées cnfcmble, 

donnent, apres avoir fait *4-^ t “77^ i ^ 4^- i c />• 


Je multiplie cette équation par J p , l’ayant intégrée enfuite, j’ai 
■^p- = ^ -4- 1 4/> -H f , d’où je tire / 

Mais ~ =a = y/ (a^-iar-t-f *») -f-\/ (A -4- 4jr -4- <jy>) ; donc 

yf ( e -4- 4 * -4- c «r» ) -4- y' ( 4 -4- 4^ -4- e_y» ) = y/ [ -4- 1 4 ( ar -4- V ) ( ar -4- J ) * ] , 

équation algébrique qui eft l’intégrale complète de la propofée. Au lieu d’ajouter 
enfemble les deux équations dilFérentielles du fécond ordre, on auroit pu retrancher 

l’une de l’autre , d’où l’on auroit tiré en ^ifant x — jr = j = i c y , Sc 

en intégrant, -pr- =* A-4- cj* , ou =s^ {h + cq' ). 

A caufe de q = * — ■ y > on auroit eu 

4f == v/(‘«-t-4ar-4.cx*) — yf (-» -4- 4 J -t- cj-* ) ; 
de forte que l’équation intégrale auroit été 
V'(<ï-4-4*-4-f**) — V' ( < -t- 4 J -4- f ) = V [A-+-* 
qui ne diffère pas de la précédente, comme il fera facile de s’en afTurer par un 
calcul fort fimple. 

(415). Plus généralement foit 

dx d y d t 

V(a4-**-*-cx* ) ~ ^ ~ ’ 


I 

1 
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T étant une fonQion quelconque de x & Je tire de ces deux équations 

T'dx' 

• c X* , — 77s— = a ■+• ijy -h c J*. 




Celles-ci étant différentlées , en faifant d t confiant , donnent 


xTJTdx^iT‘ d' X 


= i - 4 - a ex, 


xTdTdy-t-%T'd‘y 


■ a e r. 


-JJÎ .-T-*--, 

J’ajoute enfembltf ces deux dernières équations, Sc en. faifant x-4-j =/>, j’en 
tire celle-ci '‘ ■■ Z . = t^cp.S\ je fais x — y =^q , & que je 

fuppofe T une fonélion de /> 6c ? telle que <é T «= Af <f /> -J- A' «/ ÿ , j’aurai 
dTdp Mdp'^NdpJq 

— d 7 ‘- • 

dpdq dx' — dy* 4 -(« — —y J . 

Mais = 77. =* T‘ = T- 

J T dp Mdp' -t-cf) 

donc -571- = -77^ r* 

TiTdp-^rd'p 

En fubftituant cette valeur dans 771 


= b -+- e/> , il me vient 

Or, puifque T eft indéterminé, ft je fais T = Nq, l’équation précédente fe 
réduira à celle-ci = o ; il eft donc queftion d’examiner «e qui 

réfulterà de celte fuppofition. A caufe de A^= -7^ , on a ; d’oJ» 

l’on tire en intéjrant par rappo.t i ^ & en ajoutant une fonaion de /> & de 

conftames , log. T = log. <? -i-lng- <>“ î'= ^ ?• 

^ dT\ dP . Mdp'^Td^ P d_Pd^ 

Mais Al (= -S) = 77?'^""'= dP dp dp-^ 

JP dpdP»^Pé^ P 

PJll ^ = (i caufe de d/r = d P ) î ^ 

idt'^ y '' “F 


a à • P d P 


d-Pdp' p^LiL. 

Donc — 77 — — O , oc J , 

ajouter en intégrant. 

dp dx^dy 
On a fuppofe 77 “ it 


77 - ^ du' — 

g , g étant la confiante arbitraire qu’on doit 

J. . 


P 1 I 

donc , à caufe de -f = — — , * 

c’eft l’intégrale précédente fous une forme beaucoup plus fimple. 
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( 416 ). Nous forons ufigc Je la môme nié'.lioJe pour intégrer réijuation 
<‘y 


ix 


V ^ * -f- ■+•«»' -f"/*-*) v' ( “ -H -f- ’ -t- cy* -t-y'y'*) ’ ^ 

c’ofl-à-dire que nous fiippoftrons clucun des membres de cc'.le éq.i»tion 
4 / „ - 

= -J— , & nous aurons 

T-dx' , ^ ■ 

— — =ea-l-i 4 r + e*‘ + tjt» 4 - /r*, 

7 ‘ 

= « ■+• i.y -H cjy» + < T> •+■ /j 4 ; 
d'où nous tirerons en diffcrentiant comme nous avons fait ci-delTas , 


^ /* 

a Trf rrfy -4- 1 r- 


i-Hiear + ) ea:*-}- 4 /jei, 

^4- 1 c r-4- J cjy‘ •+• 4 fy'. 

Nous a;outerons cnfcmble ces deux dernières équations , î< après avoir fait 
* H- J = P , X — y — (j , <iT=A[dp-^ S Jq, nous aurons 

iTMdi>- 2T N JpJq-i-lT' J- P if 

77^ = iè-^icp^ - . {p^+<f-) ^f. {pi H- 

Mais _ ix'^ — dy'^ ^ *(«— ^O-t-ZCr»— y ) 

* ' Ÿ~i 


( 3 P* f-Hf' y’) 


— 7=3 ■ » • 

donc , en fubUituant çette valeur , l’équation précédente deviendra 

-£JÆ£^I±jl=^{i^cp){T - Nq)+ ^ {^T . (p^ + q^) ^ 

^ ( 7 ’. — iv. {piq J). 

Soit comme ci-delTus T — Nq = o , 

&c par conféquent T «= Pj , N ^ P , M xz q JS .• 

dp 

T' {Mdp* -(- Td'p) , dPdp -f. P4> 

on aura — — i-r-; l-i =P'q*> —, 




dt' 

& par conféquent SJl^Jl- = . 

Cette équation devient intégrable étant multipliée par i</p, £i l’intégrale eft 
^ = ‘P~^fP'+St d’où l’on tire — v' {‘P H- f p' + g). 

Partit II. X 
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Mais 


v' (a 



b X 4- t jt» -f- f x» -t- /jt«) 

» —y 


X — y 

on a donc pour l’intégrale complète demandée 

V' {a-i- bx cx> ixi H- fx* ) -t- ^ ( a 4- fj* -1- H- /j'*) = 

(* — ^) V (* • j)-»-/- 

Si on eût propofé l’équation 

d X d Y 

— -J ■- = o: 

/**) V (■' + -f-ry’ -+- fy*) 

on.auroit trouvé pour intégrale > 

^ {a -i- b X -i- c X' -h C x' -t- f X* ) — y' (^a -i- by -i- cy' ■+■ ty* fy* ) 

(x-y) V ■*-f(^ + y)'-^-g)- 

(417). Maintenant fi l’on multiplie l’intégra'e de la première équation par la 
diflërence des deu» radicaux St l’Intégrale de la féconde par la foiiime de ces 
mêmes radicaux , on aura ces deux équations 

* (*^ — y ‘ — .'v’) ■+•/(•*'* — .y*) = 

v' (e. (X -^y)-^-f •(x-*-yy-*-g)W [a -1r b X + c x^ -h t x' -i-fx*) — 
yf (a-hby-*-cy^ -heyf -*-/y*)], 

i(x —y) -i-c(x^ — — y') -t- ^(^* — — y) 

y' (« . ( x-i-y y -i-g)[^ {a-hbx-+-cx^ -rexi -t-fx*) -h 

^ (a^by-i- cy'-{- ty^-b-fy*)}. 


On divifera la première par x — y, &. on aura 

b -i- c (x -b- y) + e -t- xy -t- y' ) ■+■ x'y 4- xy^ 4 - Y* ) = 

yf (e .(x4-^ , -*-/(■* 4- J')* H- ÿ)[ yf ( a 4-èx 4 - ex* 4 - «art 4-/a«) — 
yf a -b- b y ^ cy^ -b- eyi -i-fyb ; ], 
qui étant ajoutée à celle-ci, 

i*—y)^(.‘ ■ C* (X -U v)*4-g) = \/(a4- **4- t-»^* -•-<a'+AO+. 

y' (u 4 - èj 4- cj» 4- <y' -t- fy* ) 
dont auparavant on multipliera les deux membres par 
^ (t. (x-b-y, -b- f.<x -b- y )' -*•§), donnera 
^ 4-e . (X4-J-) 4- g. {x—y)-b-t.{lx' 4 - ry) -H i/. (xi 4- x^y) =a 
xy (<• (x 4-j) 4-/. ( X4-J) -b- g) • ^ (a-b- bx -b-tx'-b- ex>-b-Jxbj , 

& élevant chaque membre au qu.irré, 

bb — 4 <iÿ 4 -( ib c— ^ dc — 1 bg) . { X •*- y) -b-( c' — 4 a/ — 1 c g + ) • 

(x*4-J — 4uf — ba — gb) xy -b- x (et— xbf—t g^ -yy+xy^) 

•f: (*'■ — A gf ) — 0 « 
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En opérant fur la fécondé équation comme on a fait fur la première , on par- 
▼ ienclroit au même réfultat ; cette équation réfultante , qui eft exaQement celle 
de Euler , efl donc également l’intégrale de l’une Si de l’autre équations diffé- 
rentielles prupofées. 

( 418 ). Lagrange examine enfuite lî l’on ne pourroit pas trouver d’autres 
cas d’intégrabilité de l’équation — , que les précédens. 


Pour cela , foit toujours 


V Jf y/ y 

d X d Y d t 


d’où l’on tire — = X, = T; St par la différentiation 

J t‘ di^ ^ 

iTJTdx-i-iT'd'x d X xTdTdy’t-iT'd'y d y 

rfT* TT ' 77' ~ dy " 

Je fuppoferai x y = p , x - — y = q , dT = M dp N dq ; 
ti l’équation piécédcnte deviendra 

» T {Mdp' -t- Ndpdi) - 4 - xT'd'p __ dX dy 

d t' d X dy * 

( X— y) di' 

laquelle , à caufe de dpdq= dx' — dy' = ^ changera en 


celle- 


. iT{M dp' -X Td' p) éX . dy »At(Ar— r) 

dt' dx dy T ’ 


dr 


Je mets pour M fa valeur -jj , Si j’ai le premier membre de l’équation précédente’ 


^ d T d ^ d* P 

=s 1 T . ■ V “ “TT r 

dp d t* * dt*- 


(^) 

* P 


, en n’oubliant pas que dans 


T on n’a f-it varier que p feul. A caufe de x -4-^ = p Si de j' = 4,ona 

X = ^ hl y =M — ^ ^ , de forte qu’en ne confidérant que la variabilité 

de q , on peut mettre dans le fécond membre de la même équation 
xdX , xay d X ^ dy ^ „ dT 

’ ^ ~ oc 4 P°“’’ jir ^ ~dÿ~‘ P“'“l“* " ■= TT ' *®cond membre 


devient 


td(x-y) t(x — y) dT 


= iT 




, en ne per- 


dq T dq * dq 

dant pas de vue qu’ici dans A', I' Si T on n’a fait varier que ^ feul. Ainlî notre 


équation aura la forme fuivante jj 




dq 


i Si pour 


dp . 


pouvoir en tiret , il faudra faire en forte qu’elle ne contienne que les va- 
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P Sc Lapringe penO: qu’on ne pourra l’obtenir, i®. qu’cn Aippofint 
T — Q, jf étant une ton^ion qu;Ie anque p, !k Q une fonélion que conque 

(le q , pour avoir en divil rnt par Ç' , — — 


) 


'P y ''î 

x°. qu’il faudra tjue le fécond membre de cette équation foit foiietion de la feule 

A' — y 




variable p , c’efl-à-dire que l’on ait ^ — ri_— y ; ( p ~) ; d’où l’on 

tire , en iiitégraiiî par rapport i q , X — 1*^= Q{/:(p)fQiiq + F:(p)), 


Si cette condition a lien , on aura attlîi 


J P 


-= i/: (/>); & parce 


que cette équatioii ne renferme que p , l’intégration donnera 
^ / "1” i//t , s' étant une confiante arbitraire. Donc 


rfv 


VA-t-yr 

PQ 


p ^ p ifii^rrt \ t. ^ p ^ ^ 

“i,- = V (fl -H i//: — = — 77 

donc la propofée qura pour intégrale A'-l- 1 '= Q yf {§ (.p) <^P)' 

il refie à voir quelle doit être la nature des fonflions A' 6c T pour que l’équation 
de condition X — Q [/t ( /> )/Q j -J- f: (/> ) ] ait lieu. 

(419). Suppofons d’abord qu’elles fuient de la forme fuivante , 

A'.= n -+- b X c -i- e X* -t-f X* -i- g -f- Uc. 

a -i- bj -t- e -4- cy-t- fy^ -h gy-i-&CC.‘, 

alors X—Y=i> — J") - 4 -f (-fî — y ) ( *‘ — X' ) 

■ c ( •*’ — y' ) -1- Stc- 

Or , en faifant x -f* jr = /j & x — q < d’ob l’on tire x — f’jt' f , 


, nous avons 


X — Y-^bq-i-ipq -H 1 (] />» -4- Ji) H-X A ( J ;>■» ^-1- 

lO p' qi ^q> ) ^ Scc. ; 

donc pour que dan» ce cas- ci l’équation de conrlition ait lieu , il faut né- 
ceffairutient que Q = ^ , ce qui donne f Q_d q = A — , puis 


^ P'- A 

4 » 

f • •+•/ Z' ^ » 

^ 4 


J£. ;.4 
16 ^ 


Sec. 
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P-! touî les termes q’ii renferment «les pniiT.mces tic plas élevées que la troi- 
lième nuis, ce qui ne peut être à moins que le co-eïncient g & les fuivans 
ne foient zéro, on, ce qui revient au même, à moins que A" 5 c K ne con- 
tiennent point d'autres puilTances de Af 5 c de que Celles qui ne pa.Tent pas 
le quatrième de^ré. 

(430). Si on fuppofe généralement X=f : ( 1 x ) =f i (p-+-i^),r = 
F : = : {p ^); l'équation de condition deviendra 

/•' (/’+î) — ^ : (/" —i)=Q{/- • (r))- 

Je la difFérentie deux fois de fuite , en ne fail'.int varier que /> , 6c i! me vient 
/' : (p-ht) — F':(p-^) = Q(/' : (p)fQ.dq^F :{p))-, 
je dilTércntie deux fois de fuite la même équation en ne faifant varier que q , 
6c il m.î vient 


r-.{p^q)-F':ip-q)= (p)-f- ^^F-. (p). 

Donc QF : {p)-i-Qf : {p)/QJq = F: (p) -f- JLi ? /: {p). 


équation qui doit être identique. Je ferai -j-t— “ 


Q , m* étant un 

co-efficient confiant quelconque ; cette équation du fécond ordre donnera 
Q = a i (in. (mq-i-ii), a 1 6cé i étant auffi des condantes quelconques, 
6c par confétjuent 

f Q<iq = — cos. (mq + b l ), Q/Q d q = — -î (in. l (m y -*-é 1). 

fft 2 fn 

En metttant ces valeurs dans l'équation de condition , on la change en celle - ci 

« I fin. ( m ^ - 3 - é 1 ) ( F’ : ( P ) -t- OT* f : ( /> ) ) fin. i(mq~hb 1 ) (/’' : 

(é’)-t- 4'n*/: (p))= O, 

qui devant être vraie indépendamment d'aucune équation entre p q , donne 
F* (p)-h m'- F : (p) = o, f : { p ) -t- 4 m- f : ( ;. ) = o; ou 

-f : (/> ) . — 4 : (/* J ; 


d’où l’on tire 


F: (/>) = aa(in. [m p-y- b i) , f : (p)~ 3 3), 

a i,b Z , a J , b J étant Jes coudantes aibiiraires. On mettra ces valeurs dan’§ 
l’équation 

/: ( P F : {p ~ q) c= Q {/ : (p)/Q,dq-hF: (/)), 

6 c on aura 

Partit IJ. Y 


Digitized by Google 


86 Du CALCUL DIFFÉRENTIEL 

f : (p - 4 -^ ) — F ‘{p — i/) = fl I « a fin. {^m q b i ) fin. ( mp+b i ) — 

- — Lf-1 fin. 1 (niq->rb i) fin. z (mp-i-b^) = — tlJLz (cos. (.tj . ( 

2 2 ’ 

b 1 b i) — cos. ( m . (/> q) -\-b 1. i i) ) -j. t — IJÜ ( cos. z (fli 

— cos. z(ra.(/j — î)4-^J — ^O)' 

On peut tlonc fupiiofer 

/• ( /* + 4 ^ cos. (m . (;» + .7)-4-ii-4-^i)H-C cos. z ( m 7 

F: (p — q) ■= A R co^ (rs. (/> — — b i)-\- C cos. i ( m . 

( F — q ) -F- b -i .'■I), 

A , B , C étint (les coiiiLintcs qiidcontpies ; on , nicitant pour p-r~q P — Ÿ 
leurs valeurs z x & zy, on peut fiippotcr que 

Xz=A-i- .7 cos. (zmar-h^i+^l)-+-C cos. z(l/na^^-^3^-^I), 

Y =: A -{- B cos. {imy-i- b Z — b cos. Z ( Z my - 4-^5 — b i ). 

Cefont-li les valeurs les plus générales que l’on puilTe donner à A' Ec à F, 
pour que l’erjuation ^ intégrable par la| méthode précé.lente ; 

à caufe de ^ - 

ff • ip) P — /" 3 (^/rfin. z(rn7’ + i 3 )= COS. z(rn/>-+-éj), 

2 n 

l’intégrale fera 

v'A-f- 1 fin. ('fl. (a: — 0 'J [?' — — cos. z (m . (x -{r j)') -1- ^ 3}], 

à laquelle, en faifant z « = n , je puis donner la forme fuivante : 

yf A-h ij y = fin. ^rj . - 1 -H é I ^ yé [h — 1 cos. (n . (jc-+-v) -4-1^3)]. 

(43 1). Soient cos. »jr-4- fin. nx^ — i = u, cos. ny -H fin. ny ^—1 = î» 
on aura 


cos. fl JC = 



ÔC par conféquent 
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eos. B (x-4-^ ) = — ^ — , fin. n{x -t- v) = — ! !!— 5 — * » 

•'Z a«^ 2 «ç 


COS 


”(* — y) î ±_“_, fin. — 

iVU" 5 ’ 


î— « 


y/ — l. 


i iv U"; » • ï VCî") 

Soient auffi cos. i ) = D , cos. (^^ — t t) — E , 

cos. 1 ( 6 ■} -k-b i ) — F, cos. X ( i 3 i I ) = G ; 

on tire des deux premières fiiopofiiions , 

( 1 cos. b 1 fin. i I )* = ( D-Y- £ ( fin. # i -l-(£ — 73 )* ( cos. b i )*, 

qui devient , 

( fin. lit)* = (/3 -;-£)* (fin. b i )* -f- ( £ /))* ( cos. Si)', ou 

I ( cos. 1 S I )* = £)' -h£* — 1 D E cos. i S x , 5 c donne 

cos. iS ! = /)£-+. ^/(i—D'-£‘-f- £)*£')=: £)£-h^/(i-Z)'\ y(i_£‘); 

les deux autres donneront cos. 4 b i =3 EG -H ( i £' ) . V'' ( i — C’')* 

Donc fi i’on f.iit pour abrciter 

Z;£^.^(, /?>). v'{i_£>) = Ai,£G-t-V(* — 

G' ) =V,£G — ^(i — £* ). y/( I — G»; =.£; 

on aura d’abord S = x A/' 1 ; 6c enfuite 

cos. b I = y/ Ç — ^ , fin. S 1 e= y/ ^ * ~ ^ , 

= 17^7 = '/ (-4^)’ '■‘"•^^ 3 '= y/ . 

On donnera à AT, à 1 ' 6c à l’intégrale précédente la forme que voici , 

Af = .-7 -H /i ( cos. ( i 1 A 1 ) . cos. n x fin. (i z -1- A l ) fin. n x) 

C (cos. 1 . ( 6 3 -H A I ) . cos. Z n X — fin." i . A 3 -t- A l ) . fin. 1 nx), 

y =1 .■i -f- Il (cos. Al — ^ t ) . cos. n y fin. (Ai — Ai ) . fin. n y ) -f- 

C (cos. 1 . ( A J — A 1 ) . cos. i ny — fin. 1 . (A 3 — ^ * ) . fin. i n y), 

y/ A" -I- y' î' = Ç cos. A 1 fin. llS— Z ) .4- fin. A i cos. ” ‘ * >*) ^ 

y/ [ A — ! ( cos. 1 A 3 cos. n . (x-f- v ) — fin. i A 3 fin. n . (x -4-.y )) ] ; 

5 c après avoir fait les fiibîlitutions nécelTaires, on aura 

v^(f>_i). _L^), 
a <* y 

r=yi-^n — y/ (£» — i) . -j-c.fG . - 

V i{ ' il y \ il 

\/(G'~ 1) . J . - ) , 

a V ✓ ’ - 




S8 Du CALCUL UIFFÉRENTIEL 

Enfin, ù calife ie d x = — —'i — dy ~ — — , 

* nü\/ — I 1 

l’éfjiMt'ion d X \ ^ X = d y : ^ I' deviendra 

: V'[ 6 '.(fi'~ y/ (P‘ — î ) -t-B. ( D — •/ (D' - 1 ) ). 

^ . (D-H y/ . u>-^C . ( F ( fi _ , )) . « 4 ) == 

</{: y/ {C , [G — v' (<?*— i))-t -5 . f£ — y/[E' — + 

£.(£+ v' (£=-0) .î! + C'.(G'-i- y/(£;‘-i)).î 4 ), 

qui eft un peu plus généialç que celle-ci, 

dx: x-^-cx--+’i x'-i-fx*') = dy : - 4 - cy'^ -f- ty' - 4 - fy‘‘') , 

puifque la première renferme fix co - efi’iciens indéterminés ( die en renferme 
iept , dont quatre ont emr’cux une relation exprimée par l’cquation S = 
1 M- I ) tandis que l’autre n’en renferme que cinq. 

( 4}i). Pour géncrali.'er s’il eft polTible la méthode que nous venons 


d’expliquer, nouj reprendrons les deux équations ^ ^ ^ ~ 

dont nous prendrons les di.îérentielles logarithmiques en regardant toujours d ( 
comme confiant; 6e nous aurons 
d' X JX dT d'y dr <IT 

- y ^ ' 


d X 


dx 


iX 


T 


iy 


T 
dT 

‘‘y 

d T 
T d X 


dx dy, 
dxdy. 


Xdi' 


& 


rdt' 


d’ofi l’on tirera , en mettant au lieu de dat’ &t leurs valeurs 

d^x= llLUn. df -±Jp:l..dxdy, 

1 d X dy 

d- y ALLiJ‘l d r> - dxdy, 

^ a dy dx 

(433). Soit Zi une fonflion quelconque de ar , v , ÎX fuppofons ^ Z =a 
P dx -f- Qdy s nous aurons, en ditrérentiant de nouveau, 5 c en faifant 
attention que ' 

.i 9 dx 7 =Pd^x-i.Od-v^--dxyA~x‘'--d xdy-^‘'-^dy'. 




qui 


/ 
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qui devient, en mettant pour li x*, .i y* , x, J' y leurs valeurs/ 

== ^ </;* r JQ\ 

V »</« ^ ïrfy Jx T‘ y’ 

w^“ +(‘^ - '' -e (')■'» ■‘J’- 

Donc (ï nous fuppofons le co-eflîcient de d xdy ou C= o, & le co-efTicient 
de </ r‘ ou « = F : ( Z ) ; nous aurons d^ Z = d f" ■. {^ Z~) qui étant mul- 
tiplie par 1 d Z , tiL enfuite intégrée, donnera 

g étant la coudante arbitraire ajoutée en intégrant. 

Mais -iL ^ P dx ^ QJy _ P V AT -»■ Q y r 

J t JT ~~ T ‘ 

donc l’intégrale de l’équation fera 

P v'/r-f.Q V r = r v'[g-f-iZ:(Z)]. 

Toute la difficulté fe réduit donc i trouver pour T bi Z des valeurs qui fa- 
tisfaflent aux équations <t = o & C = o. 

Si l’on fait pour fimplider log. T=xu, l’équation C=o, donnera 

Ç du ï dP , , , 1 . du , . dm 

TT — IT 4 -:^- 7 ^,&.i«ufedey« = _y* 4 - — yjr, 

</« P d « 


du 


■ P ^ H ^ djy; d’où l’on tirera (n“. 308); 

en nommant p le faéleur propre à rendre P d x — Q dy une différentielle 
cxaâe , &c en faifant p P d x — p Q dy — d S u~ /Tr^‘‘^+MS)i 

l’intégrale d y étant prife comme il cd dit dans le n“. cité. Donc 

r ( es <• ) = ^ \ o\xmiewTxsf:(S)r^‘‘ *y , 

Il ne rede plus qu’à (àtisfaire à l’équation « = o que nous pouvons mettre fous 
cette forme plus (impie 

( JT ) ^ ^ 

(434]. Nous fuppoferons P fonâion de x feul , &c Q fonâion dej'feul/ 
•n forte que Z c=s fP d *•+■/ Q dy & T = p: {/ P d x — fQ dy ). Cela 
pofé , (î après avoir multiplié l’équation K par P dx, on l’intègre en ne faifant 
varier que x, on aura , en faifant attention que dans cette h^^pothefe d[=: P d x ^ 

P' X , rd(Q'r-.T') P J c , ^ 

—fl f -—-7- dx=xx F : (,Z)^n : {y). 

Par tu //. Z ' 




f 
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i f Q* J- : r ) . ^.Q' r _>_ (?’ _L ^ r . 

Miis — —J., ^ y — 

• ?::r ) Z. dx= ±^'-L fZJl iQY fy^- -!.- 

J , <ty ’ y (l<‘y J J “Y 

JL -•- i ; & IVquation préciïJenie devient 




==iF : (Z) + n : (j). 


P' X 

* Q y 

3c multiplie celle-ci par Q^/v, & ic rinrtVre en ne f.rOnt varier ri:eA i ce qut 
me djnne, en fiiid t a te ition (pie d.i: s ccr*e hypntlièfe .Y 7 = QJ.y , 

F‘ xfyy -4- Q‘ l7*"V^ = a/ J 7 F : ( 7 ) + A : ( Y ; -i- * : ^ 

Maintenant pai-que T cft une fnn£Vlon fP d x ^ f O d y , cette quantité eft 
réciproquement une fondion de T qu on peut reprél'enter par r : ( P ) , 

&on .uraF^x= -if 7: (T),Qd^ = — -fi / :(T). 

C’eft pourquoi fi l’on fuppofe — ~ ~iT ~ 

& par conféquent z= ï i (T); o,^ aura 

QJPL^ fL î' : ( T ) , 6t r fi =- — 2 : C ^ )• 

yiLJ^L x=r-.{fPdx-fQdj)&L ^-Tt(fPdx-fQdy). 

En fubftituant ce< va'eurc dans la dernière équation , on la cham;.-ra en cere-ci: 
Y ~ P' X)'t : if P J X — JQ dy) = ijd Z F:{Z)-ir^'- (y)-h*'- (x). 

■ LorfquedT a -\-ix c x- t x> -i-f x* . r=u-4-èy -4- e.v» -H c ><-*-/;>♦ ; 
‘on fatisfera 4 l’équation précédente , en failant 7 =x -+-J, & par conféquent 

d-% . . 


1 . Q 


1 ; 


•puis r : (^x—y)^^,r/dZF:<Z) = 

. a:( 7 )= 





A > ■' 

Mais c’efl fur-tout de l’équation K qui eft i-fi-iment p’us nénéra'e que celle- 
là dont il faudra s’occupet , fi l’on veut trouver des cas d'intéat..bi ité de le- 


tion = d!—-- autres que ceux que l’on connolt & que nous avons 

n ^ X y 

indiqués ilans cet article. 

(435 y 0“ ® remarquer que par les méthodes dont il tft quedion dans 
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ce cbapitre , on pei't parvenir à larisf-ire à une équation differetUieUe , (ans 
que Tiqua' ion c;ui (ati't'.iit (oit cnmprile dans Tii.tegralc cotrplètc ou gene- 
rale. Or, l'ans cnnnri'te Tir.icgralc coirplètc d’ure équa ion difTcrtmielle, com- 
ment s’.i(?urcr que la lolution qiTon vient .de trouver , en tft une intécrale paiti- 
culière. Fultr s’td occupé d.e ce'te importante ciieftion flans le premier voliuiie 
de Ion Calcul iivtg'al ; la (oUioon fiu’il en a dorr éc a été étei due petCc- 
tior.rée -par Daleii Itert d.tns les .Mémoires de Tacademie de 1769. \fnis le 
prol lén’e n’a été rcl'olu généraleiitcnt que dans la pnmlè'e partie des .Mémoires 
do 1771; l..ap!ace y donne des méthodes pour trouver toutes les foluiions par- 
ticulières d’une eciuaiion dillerenticllc propoTee qui ne lcroit pas comprife dans 
l’intégrale complète. 

Soit l’équ.uion du premier ordre Jy=zpJx; (i ^ — o fatisfail A cetfe 
étutation dilFérenrielle , elle fera une f' lution partiadiè e ( Lsp'aie entend par la 
qu’elle ne fera pas comprife dans Timégtale complète ) tomes les fuis qu’ille 
1 Ml X a* » ' ft J ft J U \ 

rend-a nul'e la quantité i : -H/’ 777^- Tf J » autrement 


elle fera une intégrale particulière; on fuppofe /x fonflion de x & par 


4f ft du 
41 * ’ dy 


ih 

â X*- 


4 /‘ fl 

d X d y 


, on entend les dilférences partielles de /x du premier 


Sc du ficoi'd ord'e. Voilà bien la manière de reconnoî're fi l’équation qui fati f.iit 
efl une folution particulièe ou une intégrale particulière; mais comment trouver 
toutes les f.ilutions particulières d’une éfpi.ition dilférenticllt du premier ord-e 
propi'tte ? Le théo'éme fulvant donne le nu yen d’y parvenir. Si =r o , éta it 
touit urs foi.flion des variable' x eft une foiution particulière de Tétjuation 

difTetcnticlIe d^c=pdx;fxt:A un faâeur commun aux deux quantités 

P -f* • ^yC & * : Tÿ quc/ti = o rendra nulle chacune 


de css quantités : réclprot|uement tout faflcur commun à ces deux quantités épalé 
à ?éro , efl une fo ulion particulière de Téqua'io't différentiel e d") = pdx. < 9 n 
trouve dans le Mémoire Cité les démonfl .irions de ces deux théorèmes, St de 
théo'èmcs relatifs pour les équations différeniiclles des ordres fiipéricurs. Cela n’a 
pas eit'p'ché Lagta’ ge de s’occuper des mêmes queflions; voici la fo'utlon 
qu’il en donne daits les Mémoires de Berlin de 1774, 5 c qui efl très-direâe 5 c 
très-fimple. 


fal6 . Nous avons démontré ( n°. 761 ) que (i l’équation fliff’é'-entielle du 
premier or.lre f ' 1 = o a pour intéprale comp ère Té piallon y~o entre 
^ , A 5 c la confiante arbitraire 6< qu’en dtlféientiaiu /-'=eo, on trouve 
dp - P d X ; nous avons, dis-je , démoutré que é' J = o télulte de Télimn.ation 
de a au nu yen des iUhx é'|uations /' == O 5 t dy = p d x. .Ainfi quand même a 
ni firoit pue nflaut, Z' e=r o f.itisfcroit à y ; == o, pourvu que par la diffè- 
re ri, tiO' de =s O , on eût également d\ ~ p d x. Suppofons m ii.i'eirant <|u’ert 
faifitv vatitr v, i- 5 c a dans ^ =r.o, on ait d \ — pdx- 4 -qdj, qu’on réduira 
à dy pu X en failaiit ÿ o; li cette équation q —o donne une ou plulieurs. 


Digltized by Google 


01 DW CALCUL nlFFiRBHTIBl 


valc'.irï de 4 en jv' R: *, ces valeurs étant fubnituées fucceflîvement dans V — O j 
en aura clidércntes é ]uati.rns entre jv & ar q.ii fitisferont à l'équation diffé en- 
lielle y = O ^ (ans être comprifes dans l’inté^-a'e coinp.éte A' — o, & qui feront 
par conféqueat autant de folutions particulièies de cette équation dilTéreniielle. 
ün auroit pu donner à la dirférentielle de é '=3 o, prife en faifant varier^, x Sc 4, 
cette autre forme d x P d y Qda; alors ii ayant fait Q=;o, on eut 
trouvé une ou plulieurs valeurs de 4 en y & x, ces valeurs étant fubllituées 
fuccciTiveinent dans Pzzo, auioient aulfi donné autant de folutions particulières 
de l’équation ditfcrcntielle Lagrange lire de cette remarque Ja règle 

fuivante pour trouver toutes les folutions particulières d’une équation différen- 
tielle du premier ordre dont on connoît l’intégrale complète. Différentiez cette 
intégrale complète en faifant varier^ ^ < puis x Sc a; tirez de ces équations 

d y d X 

les valeurs de îe -5-7 >' fuites ces valeurs chacune — o ; & fi les équations 


que vous aurez de cette manière donnent une ou plulieurs valeurs de d «njy Sc x, 
vous les fubAituerez fucceliivemcnt dans l’intégrale complète, &C. vous aurez 
autant de folutions particulières de l’équation différentielle propofée. 

Il pourroit arriver que quelques-unes de Ces équations ne rcnfermalTent que d 
des conAantes de l’équation différentielle; alors les valeurs de a qu’on en tireroit 
étant conAantes t* déterminées , on n’auroit par la fubAitution de ces valeurs dans 
l’intégrale complète , que des intégrales particulières de la propofée. Il pourroit arri- 
ver aulfi que quelques-unes de ces mêmes équations ne renfermalfent que x iiy fans 
l’arbitraire 4 ; 6 t comme dans ce cas elles fatisferont elles-mêmes à l’équation diffé- 
rentielle, il ne fera plus queAion que de s’affurer A elles en font des folutions particu- 
lières ou des intégrales particulières. Pour cela on les combinera chacune avec l’inté- 
grale complète, en chaffant x ou^, bc on verra A la réfultante donne 4 variable ou 

dy d X 

conAanl. Si elle donnoif 4 = j , ce feroit une marque que la valeur de -jj ou 


en queAion, cA un fafleur de l’intégrale complète, indépendant de la conAante 
arbitraire 4, Sc par conféquent étranger à l’équation différentielle. Il ne s’.-git plus 
que d’éclaircir cette théorie par des exemples. 

X d X - 4 » y dy 

(437). Soit d’abord l’équation différentielle J y =» j qui a 

pour intégrale complète x‘ — lay — 4* — = o ; je tire de cette der- 
nière équation e= — * qui donnent également 


azzz. —y; bi fubAituant cette valeur de 4 dans l’intégrale complète, on trouve 
X* -4- y' — — =0, qui eA la feule folution particulière de l’équation diffé- 

rentielle propofée qui puiAé avoir lieu. Je prendrai pour fécond exemple l’équation 

différentielle féparée *= , dans laquelle 

Xs=^-t-Jlx-4-6’x>-4-jDx»-4- £xs r=J-^-By + Cy*-i-Dy* + £y*, 

6 c 
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& dont l’intdgrale complète eft , comme nous l’avons démontré dans ranicle 
précédcnt.y A'-f. v/ i'==(* — ^ ) V* (« -t- è/) , où <i cA U conAante 
arbiitaire, & U — D {x y) -f- À ( ac -t-,y )*. En fairmt pour plus de 

fimphcite — A , =3 r , — — as3 Z/', je tirerai de l’intd- 

graie complète 


il. 

— y)-l-i(4H-£^)] yt J-» 

ij_ {x — y \yj X 

ix AVCo-t-t^) — — » 

ainfi les fuppolitions de -^:=o, r= o , me donneront ces équations 

* ~J' = o» i'=0 &: A = o que je vais examiner fucceAivemcnt. 

Je tire de l’intégraîe complète , a z= — l Z/ ; & comme x — jy = O 

rend a infini , j 'en conclus que cette équation eA une intégrale particulière de la pro- 
pofée, ce qui d'ailleurs eA évident. Mais ni Edo ni A = o ne rend a confiant; 
il n’eA donc plus qucAion que d'examiner quand elles Ibnt des folutions particu- 
lières de la même équation diférentielle. Or en faifant Fees o , le dénominateur 

d y 

de devient F' y/ ( a -+- V) qui fera nul lorfque F' =0; de même la 


d X 

fuppofiiion de X=o, réduit le dénominateur de -jj à A'^(a-q- U) qui fera 

nul lorfque X' = o. Donc les équations Fe=o St A «e: o ne feront des 
folutions particulières de la propofée que lorfqu’on n’aura pat en même temps 
F' = O 5 c A' = O ; 8c par conféquciit les folutions. particulières de la propofée 
feront toutes comprifes fous cette forme x = u ou^ = u , eu ptettant pour u une 
des racines Amples quelconques de l’équation 

' ji -i- B U C u'’ -i- D ui -i- E w* =iO. 


d X d y , ^ 

Si on propolê ^ -f- e= o , dont l’intégrale complète eA 

^/X y/ Fm.(* — _y) y/ («-+- U) , On aura auATi x _y»E=so. Mai» 

comme cette équation rend a ^ ~~~ ^ = f l il s’enfuit 

qu’elle doit être rejetlée comme étrangère à l’équation dilférentielle propofée. 
Du reAe, on trouvera dans ce cas-ci les mêmes folutions paiticulières que dans 
le cas précédent. 


( 4}8 ). Soit toujours l’équation F= o entre jr, x St a qui étant ditTérentiée 
en faifant tout varier, donne d y p d x ^ d a ; je fuppofe qu’ayant ditFc- 
»^Çn faifànt varier y , x 6 c a, 6 c qu’ayant mis enfuite pour d^ Ai valeur 
tirée de 1 équation précédente, on ait d/> =3 p dx -f- j' da i qu’ayant différen- 
P ortie II, J 
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tié P de la mdme mani're, on ait A p' — p’ dx-\- q' d* ; qu ayant diférentie 
encore de la mdme manière . on ait d p"= p"'dx </ d a , & amfi de U'ite. 
Cela pofé , de même que j’ai formé l équaiioii dirrércmicllc du premier oidre 

( «3 O, en cluffant d au moyen de< de x équations V = <3 h. = p : je 

formerai l’équation du fécond ordre ( A")=:0 des trois équations 

y=o, fuppofé confant) de manière que 

M difparoifle ; je formerai l’équation du troifième orr're (/'") = o des quatre 

équations è'=o, — p , =p\ y/,- =/, de manière que a dif- 

paroi(Te,!)C ainfi de celles des ordres fupérieurs. Or il crt clair que dans l’Iis potViefe de 
a variable , = o ne peut fatisfaire à ( è' ) = o que l’on n’..it .y o; di nu me 

O ne pourra, dans la même hypoiliéle, l'atistaire i ( y ) <= o , que l’on n ait 
en mê-me temps ^ = o & ?' = O , fans quoi les équations d y = p d x -^ q dp 
hc.dp — p'dx-^-q'da ne fe réduiroient pas î d y — p d x îc d p ^ p d x i 
cette même équation o , ne pourra fatisfaire à ( f" ) = o , tontmirs dans 
l’hy pothefe de a variable , que l’on n’ait en même temps q = o,q'=oiiq'=-Of 
fans quoi les équations ^ 

dy = P d X -i-q d a , d p = p"" d x q d a , d p' = p'' d x q" d P 
ne pourroient fe réduire à dy = p d x , d p = p' d x , dp' = p'dx, ?cc. ' 
On remarquera que ces quantités q, q , q\ 6cc. ne font autre chofe que 

il JLi. ‘‘'y- 5tc.- 

é X ^ d X é d X* d M* * 

on remarquera de plus qu’au lieu de dégager dy dans la différentielle de Vt=ol 
on auroit pu dégager dx; & on verra aitémenf que pour que dans l’hyporhefe 
de a variable é' = o fatisfaffe i cette fuite d’équations rè’) = o,(è'')=°» 

, » • • ^ y y 

( f" ) E= O , 5 cc. à l’infini , il faut qu’on ait à l'inhni 7^ = °» Tïtd °* 

y dx d' X d' X 

=0, &c. ou — = 0, — 


I O , &c. 


y d a ^ d y da 

Mais fi en regardant y comme une fnntlion de x Et « , donnée par o-, 

on a l’infini -^ = o , = o , &c. , il faut néceffairement que la valeur 

d >â ^ d X a a ’ ’ 


de 


d Y 'li 

ne contienne pas * , a*ors on ne pourra tirer de -2'"' = o que d egai a 

une fonélion de confiantes dcitrminéts ; de mêir e fi en regardant x comme un» 

. r • d X d^ X 

for.ûioii de^ donnée par f'zs-O, on a À rninn» — o, — o,«c* 

il «fi nécefidire que 1 » valeur de 77 ne contienne pas y , Si — o donnera 
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d ëgal h une fonflion de conllantc^ déterminées. C’eft de cette remarque que 
Lagr.inqe tire la l'olution de ce proMéme : Trouver toutes les fo/utinns raniciitiires 
de l'è.juatinn difprtmielU du premier ordre O funs counoitre jon intégrale 

complété T Zü. o. 

( 4 Î 9 ). On fuppofe pour plus de {implicite que rcf|U.itioii (/-')=: o ne 
renferme pas de qumtité tranfcend.ante, Sc qu'on l’a prépirée de manière qu’elle 
ell abfnlument délivrée de fraflions & de radicaux. Alors fi l’on tait 

d {y) =1 A d -i- Bdy Cdx, A, B , C feront des fouclions ration- 
nelles entières de_y,*6{-^. Maintenant puifqne l’équation (f')=;o eft indé- 


pendante de d, on doit avoir — o, foit qu’on regarde comme fonflion 
de a: Sc a , ou a: comme fonction de ^ Si d , l’une ou l’autre donnée par l’équation 
y ■=1 o. On aura donc J ~ — =— B =r o. M.tis pour trouver les folu- 

d xd a a et • 

lions particulières de l’équation différentielle (f')=:o, il faut faire 

J 

= o ; de plus , B étant fans dénominateur ne peut devenir infini par cette 


fuppofition; ainfi l’équation précédente fe réduit néceffairement i celle-ci; 


é' y J y 

^ HîrfT ~~ ® » ‘l'*' > loflqu^ dxd â P** même temps que jj, donne 

A — O. Lorfque &c feront nuis en même temps , l’équation 

'A ■ -+- B o aura lieu d’elle-même. Dans ce cas on la différentiera 

en faifant varier j)' 6c a, &[ on aura 

A -LL. -k (11.. -t- fi 1 -f. iêL = o, 

d %*■ d A \ dx J dxdé dx du 

qui , à caufe que les deux quantités — — & — — ■— font nulles par l’hvpo- 

d a d X du * ' ^ 

thèfe, fc réduit i A . 1 1 ■■ = o, laquelle donne A = o , lorfque '^1 - n’etl 
a* da ' ' dx da 


pas nul en même temps que 1^ 6t — — Lorfque ces trois quantités fe- 

d a d X d X ■ ' 

ront nulles en même temps , il fiiudra différentier 

A l'y . ^ 1 1 .J- R \ IL^ . 1^ 1^ 


d' 


dx’da 




d U 


en fiifant varier y &c a ; & après avoir effacé les fermes qui feront multipliés 

d y d' y d' y a i' y . . 

P»r - , -- — — , ■ > on aura .if =a O , qui donnera encore 

du axdu dx du d M* d U " * 
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çS ' Du cAtrut différentiel 
A ■= O , fi n'cft Uiii nul en môme temps que . 

* dxi 4 a ‘ d a ' d xJ a' dx'- 44 * 

Dune on aura néctfr.iirement l’équa'ion ^ = o , fi toutes CCS quantités — — , 

d A 

, &C. à rinlini ne font pas nulks. Or nous avons démontre plus haut 

que fi elles cîoient nul'es à l’infini, ne pourroit donner que a égal i une 

fonction de confiantes dôtei minées, 5 t que par confôquent la fubfii'ution faite de a 
dans l'=rxO donntroit une intégrale particulière & non une foluinm particulière i 
ainfi pour que ce Ibit une folution particulière , il tant néceilaircment que A=o. 

Je reprends l’équation J (f') = A d B d y C d x = o , 

a X 

qui, à caulé de A = O , fe réduit à B dy C d x = o; celle-ci devra s’ac- 
corder avec A — o, lorfqu’on aura chafle __JLau moyen de l’équation y=*o, 

B ^j- 4 -C 

Mais ".-JL — ; donc dans le cas des folutions particulières tirées 

4 X ^ 


de —LL =3 0, ^ deviendra | : on démontreroit de la même manière que 

d 4 d X 

dans le cas des folutions particulières tirées de ■ ^ * = 0> -n — r- deviendroit 

d S d y 

Je m’emprefle d’éclaircir tout cela par des exemples. 

( 440). Soit d’abord l’équation xdx+ydy=xdy y'(** -i-y' — »>* ) » 

d’où je tire -^jLL — —— — , — ^ 6c 

ix <J { X - 4 - y m ) y 


J' y 
T7^ 


y>-„'-xy-^ ^ix^ -y)y/{x*^y"-x,*) 


IV VC»* -hy'—”‘) 

cette quantité devant être ; , il en réfulte deux équations 

(n) y — m'-xy ^ ^ af-^ _ y/ — m*) = 0 , 

(i) ( v' (a‘ — tn* ) v' (*‘ -t-ôy* <n*)=sO. 

La fécondé donne 

^ -4- J* m* ) — jy = O , ou V ( ** +>* — /n‘ ) = o. 

Si l’on fait V* ( ** ) — y ~ © • l’équation x devient — = 0, 

ce qui n’apprend rien abfoiument. Mais fi l’on fait y' ( jr‘ -4- y' — ot*) = o , 

l’équation a devient y' — m* x y =3 o; & patee que dans la même 

fuppofition 
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fuppofition ea — ^ , elle donne pour folution particulière de la propofée 
— m'aao. Je puis aulîi tirer de la propofée — — VC**-*-^*— "»*)— y ^ 

dy « 


d > , 


'y — (y’ — >"•) 4f •♦■(y - 7 ^ — ») >•—«’) 


‘'y' *'VC*‘-*-y‘ — »‘) 

cette quantité devant dtre f , il en réfulte les deux équations 

(‘) • • • • -7^ -^-a) v' )=o; 

(■^) ** v' (** — m*) = 0. 

La fécondé donne a = o ou ( ** -+- j.» _ ) = 0. La fuppofition de 

* = o, réduit l’équation fi celle-ci, v'O'*— '”*) — :y*-+-<n‘) = o ; 

& parce que dans la même hypothèfe devient i, il eft clair que *eao; 
ne peut être une folution particulière de la propofée. Mais fi je fais ^ (x‘ 4-' 
yx «0 = 0, l’équation f devient x jr — (jy* _ «*) =o’, &comme 


alors *7^ ~ » olle fe réduit i jr> + — «> 


: O. Donc 


** -+- — «* =j O eft la feule folution particulière de la propofée qui pui/Te 
avoir lieu, ce que nous favions déjà, ^ 

(441). Cette autre équation ^ étant propofée, on en tiro 


h. 

d X 


V r y 

V Jf ’ ~dlpr 


X r ^-r x< 


X X ^ X Y 

Cettte quantité devant être | , il en réfulte les deux équations 
XY - rAr = o, Afv''W=o, 

La fécondé donne AT= o ou T = o. Si l’on fait Jf=o, l’équation 


xr 


Ajl 

d X 


Y X — O, devient Y X — o, qui, fi X' n’cft pas nul 


en 


même temps que X, donne Y—o ; donc X-= o eft une folution particulière de 
la propofee, lorfqu’on n’a pas en meme temps Xz=z o. On trouveroit de la mémo 
manière oue Y=.o eft une folution particulière de la propofée lorfqu’on n’a 
pas en même temps Ferro, 

( 44a)- Dans l’équation A d ^ B d y -i- C djt_=s o,üBdy + Cdx 


rarlit II, 


Bb 
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eft nul de lui-méœe ; on auta A d - 4 -— =r o , ic pour que 4 —^ == I • H 

d X • li ’ 

fulTira que A szo. On éliminera au moyen de A^zi o de (f') = o; ôt 

l’équation réfultante entre * &c fera une foluiion particulière de ( *')= o. Dans 
ce cas -ci l’intégrale complète cil facile à trouver; car alors A n’étant pas aéro, 

on a -£JL = o & 4- — = O i c'Ue valeur de étant l'ubiUtuée dans 

ix a X d X 

( V) = O , oit a une équation entre j' , a; la confiante arbitraire a qui efi 
fiotégrale complète de ( = o. 

On tire de = 0, C= — jB , en (âifant 

êt l’équation Ad -^B dy-^C d x=ao devient AdpJ^B {dy—p dic)Ms.Q\ 
d’oB l’on tire dy —— pdx -J- dp o, 6t , en intégrant , 
y-px-^fxdp-\-J' -^dp — OtOUy—px-^ J^Çx-^^'^dp=zo: 
Cette équation ne peut être vraie à moins que ar + ne fuit fonûion de pi 
faifons donc ar - 4 - ~ =/ :(/>),& nous aurons 

y px-{-f: (;.)=: o, ou ) =®» 

équation différentielle qui repréfente toutes celles du premier ordre qui s’in- 
tégrent par la différentiation. En effet, en la différentiant elle devient 

= -Ÿt = o 

f ; — ar ==: o. La première de ces équations donne = a ; 

6c en fubflituant dans y x H"/: 4 -4^"^ = o* o>* * po'**' l’inté- 

grale complète de cette équation différentielle y e * -f- / : ( a ) = o. 

L’intégrale complète que nous Venons de trouver appartient à la ligne droite ; 

tandis que la folution particulière, qu’on obtiendra en éliminant au moyen de 

la propoféej — X ^ +/,: Ç = o , 6t de /• : ( ~ ^ x = o, 

appa>'ticndra à une lijne courbe. Clairaut efl le premier qui ait reinar(|ué ce genre 
d'équations qui s’intégrent par la différemiation ( Mémoires de l'académk des. 
fcie ices de 1754) 6c dont la propriété efl d’.ipp.irtenir en même temps i une 
Lgne droite 6c à une ligne courbe; mais perfonac avant Lagrange n’avoit démuiiiré 
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que cette efpèce de paradoxe tenoit à la thdorie des folutions particulières des 
équations différeatielles. 

(44t). Si l’équation du fécond ordre ( f') o a pour intégrale finie com- 
plète y fera une fonOion Ac x y y Je de deux confiantes arbitraires a 

6t b. On peut fuppofer que b ell fonâion de e , St regarder y comme fbnflion 
de sr , ^ St a ; alors on verra aifément qu’il fuit de ce qui précède , que même 
dans le cas de « variable , #'= o fatisfera i ( è') o, pourvu que l’on ait 


dy 

4. JJL 

di 

di 

:6 

0 

11 

± 1 .^ 
d X dé 

J» y 

di 

d s 

d a 

dxdb 

d 4 

d X 

d« 

db 

= 0 St 

— 4. 

d' X 

db 

d a 

^ di 

d 4 


dy d a 

dy di. 

és 


Maintenant fi on différenlie y =z o , en faifant tout varier , on aura 
Jy P dx -t— d a -f- ^ db, qui fe réduit è dy = pdx , k caufe de 

— ^ da db = o; ou </>r P dy -^-î- da -f- db , qui fe 

réduit ^ dx = P * caufe de da-\- -ÉJL. dbzzz o. 

da dt 

Ainfi on aura ces quatre équations 

If == O &t _£ji_ -H iL — o 

«d atdà dxda dxdb da ' 

OU ces quatre antres 
a» « d » o 


dy dyii . d'y 

d'- y db 

da^ dida dxda ^ 

dxdb dx 

/* 4 - ■'* — tfXt *'** 4 - 

d^x db 

^ d a db ds dy d a * 

dy db d X 


au moyen defquelles fi on élimine a, b il on parviendra à une équation 

différcHtielle du premier ordre, qui fera une folution particulière de la propofée. 

(444). Je prendrai pour exemple l’equation du fécond ordre 

V * — C ‘‘y «— *• \* 

^ ^ t dx' \ dx ~diF ) 


d* y* 


dont l’intégrale finie complète eft jy= t!L- b x a' b', a il b étant 
les deux confiantes arbitraires ajoutées en Intégrant. Je tire de cette Intégrale 

dy . .. . L dy »* d Y . , 4*r d* y . 


dy , dy »* 

—dx-t-b,^— — 
dx da 1 


=x-^xb, -C^=x, 


d X 4 a * d X é 6 

& fubfiituant ces valeurs dans les quatre premières équations que nous venons 
de trouver, il me vient cel;es-ci , 


b\J^ =ZdX 
’ dx 


y = 

-t- a- -h (* -t- a*) 4r = ° -?7 


y. 
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qui donnent, en éliminante, t 5 t » l’équation du premier ordre 


.(8. 


i6 *) 




i6 ti 
d 




•6 ( t -f- ** ) 


qui eft une folution particulière de la propofée. En inté(;rant cette équation 
diflferentielle du premier ordre , j’aurai une équation finie qui fera une folution 
particulière finie de la propofée ; voici comme je la trouve. 

De l’équation diffcrentielle du premier ordre en queftion, je tire 


i6 ij' 


-l-(8ar>-t-l6a:) 4- l6 j ( I 4- a:)* , 


6c par conféquent + tx = yf(i 4 -*'). V(t 6 _y 4 - 4 ** - 4 -**)» 


j’ai donc 


8 7 r 4 - 4 « 4 - « 


z=ixdx ^ (i 4- A*), 


V (>6j 4 - 4 «‘ 4 - *’ ) 

dont l’intégrale complète eft 

V -+'*'* ) = * V'C « log. (v'(i 4 -x‘) — *) 4 -<« i; 

11 eft i remarquer que cette folution particulière finie de la propofée eft tranfeen- 
dante, tandis que l’intégrale complète finie eft algébrique. 

(445). La folution particulière aux première^ différences de la propofée admet 
elle-même, outre cette Intégrale complète, une folution particulière qu’on trou- 
vera en faifant ■= f_L o ; en effet , fi l’on com- 

é a \ O 

bine cette dernière équation qui ne contient pas u i avec l’intégrale complète 
on trouvera « 1 égal i une fon£lion de x, ce qui eft la condition requife. Mais 
il ne s’enfuit pas que 16^ -t- 4 x‘ -+- x+ := O foit une’ folution particulière de 
la propofée, car pour cela il faudroit que cette équation rendit nul aulli 
r 9 " J y 

J'y 'TT 

d K ia i 


-+- 4 * 4 * 1 *’ 

8V(» 6 ' /V4 »*-+-»'') ’ mettant dans le fécond membre pour 


fa valeur .^—.^4-1 v'(i4-x‘). ^ 


on trouve 


_ VC» -t-*') 

d X d al 4 

de 1 6 y *4- 4 x‘ 4- x* = o , &c. 


, qui ne devient pas nul par la fupppofition 


(446). Suppofons qu’au moyen de o &c de / p=o, on ait 

éliminé h pour avoir y i = O qui eft une des intégrales premières complètes 

de 
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de I» propofée ; luppofons aulTi que celte e'ijuailon diiréren»i«!le du premier 
ordre étant dilFérentice , donne 

d y 1 À d - -t- ^ d y -t~ C d x E d a, 

H X 


• £rfj 


On aura J IJL = — Bdy^Cdx. 

d X A 

^ comme une foiiCUon de je, ^ 6c ^ , donnee par o , 

y £y ^ d^ y ^ 

A J a ^ 


■ , d’oü Ton tire , en reg^trdant 


a X d a 


d X d b 


d y 

db 


fubftituant ces valeurs dans - Z . — _£ J. =o, on aura l’équation 

dxda^dxdhdJ * 


B f d y 

A \ </ aj 


d y d b 

d b d A 


) E ... a 

^ = O, qui fc réduit à 


d a 


d'y 

d X d J 


car on doit aiilTi avoir d.1. ^ = o. Or fi dans f" i z=z o, on 

d 4 d i da 

fait varier uniquement 6c u, en regardant jr 6c j» comme conftans, on aura 
Jm • 

jii 

X d Ay ^ E dx — o y d’où l’on tirera — ^ — 

dx ’ j 4 

Ainfi l’équation de condition fe réduira i — — J — =: O , qui combinée avec 

y I = o , donnera par l’élimination de a la même folution particulière de la 
propofée , que par les quatre équations dont nous avons fait ufage précédem- 
ment. ; 

Si au lieu d’éliminer é, on eut éliminé d au moyen de , 6c de AJL — _ 

• I d X ' 

p=i o, on auroit trouvé y i= o qui cfi l’autre’ intégrale première complète 

de la propofée; puis on feroit parvenu à une é<|uation o » qui, 

combinée avec f" anrro, auroit donné par l’éUmination de t encore le 
même réfultat. Il fuit de là que fi on ne coniioit pas l’intégrale finie complète 
de la propofée, mais feulement une dci deux intégrales complètes aux premières 
différences , on pourra également trouver toutes les folutions particulières. 
Cette propofiiion peut fe démontrer direêlement; car fi f'' i — o, par exemple, 
fatisfait i ( o , quelle que foit la conftanté arbitraire u, il s’enfuit que 

( y ) = O vient de l’élimination de a au moyen des équations y' =z a , 6c 

d =: p' d X y dont la fécondé eft déduite de V' i =: O par la differen- 

tialinn. Or il eft clair 'que a étant variable , le réfultat feroit le même , fi , 

— O. 

Partii II, C c 


«n Aippofant d :::= p' dx + d dxy on avoit a ou ^ ■ 

d X d X d a 
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( 447 ). Pour confirmer cela par un exemple , reprenons l’équation du fécond 
ordre 


, _ ^ J y _i_ _£_i_ _ (' <1 y 

d X a i/.v‘ 


</" 7 N * 

* -nr J 


Jx* 


dont nous trouverons les deux Intégrales premières en éliminant fuccelTivement 
fi Sc ^ au moyen de Pimégrale complète 

y — t -f-î — -\r h X -f- <i’ i ‘ fit de = a x -+- h. 


dx 


L’élimination de 


i donne j=r- ^ ^ ^ ^ -4- <r‘ ; 


(f 1 


d’où l’on tire , en ne falfant varier que & a , 

a X 


f4f — ■ 


& par conféquent z=. 


(^-'0 


En Aippofant cette quantités: o, on aura l’équation 
<1 y 


Z X — a a X* -I- 

dx 


qui 


donnera a= • 


dy 

d X 


1 -4- A* 

l’intégrale première dont on eft parti , on trouvera 


; &c en fubftituant pour a fa valeur dans 


— V -4- (8: 


léx ) 


iIL 


y = 


l2l 

dx* 


|6 ( I 4- »*) 

qui eft la même folution particulière qu’on a déjà trouvée. L’élimination de » 
donne pour intégrale première 


^=- 4 H- 4 
larpielle on dilTérentiera, en ne faifant varier que -^1- 6c h , pour avoir 


b X 
1 


-4^ - * 


d' y 

dxH 


d y 

d X 


fcc par conféquent h = ' ^ 


- C4i--‘) 

, En mettant cette valeur de b dans Hn» 
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tëgrale premtë'e dont il eft queftion , on trouvera encore U même folution 
particulière ; & les deux intégrales premières de la propofée , quoique tres- 
diirérenlcs, nous aurons conduit au même réfultat. 

(448). Tout cela eft analogue à ce que nous avons dit pour le premier 
ordre; Si fans autre explication on doit voir qu’ayant formé comme alors cette 
fuite d'équations (#'')=no, (K-)=:o, Sic. les folutions particulières de 

( y) “ O ne fatisferont point à ( f" ) rrr o , à moins que l’on n’ait - o , 

d X ti A 

— = o ; que ces mêmes folutions ne fatisferont point à ( é'~ ) = o, 

a X d A 

à moins que l’on n’ait =:o, — = — = O» Sic.; dans 

' ti X d ,i ü X* d A d J U 


tous CCS calculs on regardera i comme fonflion de a , Si par cor.fécjuent ^ 

comme fonftion de x & a. Si on a à l’infini ^z:o , — o , &c. : 

dxda 'dx'da ’ 

-J— J — donnera pas une folution particulière , mais une intégrale 

particulière, d’où l’on tirera la règle fiiivante pour trouver les folutions parti- 
culières d’une équation différentielle du fécond ord'e propofée fans connoître 
aucune de fes intégrales complètes. 11 faudra différentier la propofée , & en 

tirer qu’on fera 5 ; on aura de cette manière deux équations , au 

moyen de chacune defquelles & de la propofée, lî on élimine , il vien- 


dra deux autres équations entre x , y hL qui fe réduiront à une feule 

lorfquc la propofée fera fufceptible d’une folution particulière ; cette équation 
fera la folution particulière demandée. 

Soit toujours l’équation du fécond ordre 

d J »• 4‘ J /” J ^'3 "Ni . 

dx 71^ “ C 77 * 4 «O ■*' ”77" » 


de laquelle on tire par la différentiation 

C S <!' 3 J y \ 3 

H** 4-1)3^ _ isr — )t^ = 0. 

A caufe que ^ doit être | , on a l’équation 

33;r — 1*77- — = 0 . 


qui donne 3^ 


d J 

d K 




J 

jy. Cette valeur de 37Ï étant fubfliti^ée dans 
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propofée, on trouvd toujours la mtme lolulion particulic.e , favoir 

_ ( 8 *' -t- i6 * ) -V i6 


l6 ( ) 

y ~ 

( 449 ). Si la propofée ( ^ ) = o éioit telle qu’on eût t/ ( f' ) = -^ * 

gtçifj — £ donneroit >/' = o ; & on trouveroit la folution particulière en 
éliminant ^ au moyen de = o & Je ( T) = o. Dans ce cas on peut trouver 
facilement l’intégrale finie complète Je (f’) = o. En eflêt , i caufe de 
yj' J = O , fi -i' n’eft pas = o, on doit avoir J — o , d’où l’on tirera 

y _ -f-lL ^ i - 4 - f. Mais la propofée n’étant que du fécond ordre, fon 

intégrale complète finie n« doit renfermer que deux confiantes arbitraires \ il faudra 

donc fubftituer dans la propofée pour -jj , valeurs tirées de fon 

intégrale finie complète , St il viendra nécelTairement une équation entre les trois 
arlniraites a , é , c, fans * niv, qui fervira à déterminer l’une de ces arbitraires 
par les Jeux autres. .Maintenant pour trouver la forme de ces fortes d’équations, 
nous fuppoferons c = f:{a, b) \ U à caufe de 

‘>'y L_i.y. — 

* da 

nous aurons f =/: conféquent 

rfy *> rf\r ' f y ^ 

y = ^ lit ~ I d x‘ ‘y'J ■ \ da<- > ' dx * d a’ J’ 

Toute équation réduflible à cette foime aura la propriété de pouvoir être intégrée 
par une nouvelle ditférentiaiion ; on trouvera de cette maniète que l’équation 

précédente a pour intégrale finie complète y = -h b x -i- / : {a , b ) qui 

tepréfente toujours une pa>-abole; & qu’elle admet une folution particulière 
d’ y , 

qu’on trouvera en éliminant jji au moyen de 


rf..r^ 

K* \ rf.T* ’ U X dP J 


d'y 

dxi 


r O , fo'ution particulière qui pourra 


lepréfenter différentes courtes. 


Nous 


Digitized by Google 


I 


ET DU CALCUL INTÉGRXti 10^ 

Nous avons déduit bien fimplcment la mapière de trouver les foluilons particu- 
lières des équations différentielles du fécond ordre de c-l'e dont l'ious avions 
fait ufage pour le premier ordre; il ne feroit pas plus düF.cile d’app'iquer cette 
théorie an* é(|uaiioiis différentielles des ordres fiipériêurs ; c’eff pourquoi nous 
ternninerons-là ce chapitre de la fépara'ivjii des variables dans les équation différen- 
tielles , pour pouvoir traiter avec quelqu’étendue de l’autre méthode de les inté- 
grer , ce que nous nous propofons de faire dans le chapitre fuivant. 


CHAPITRE III. 


De la m A rt 1 ère d’intégrer les équations dif^ 

FÉRENTIELLES EN LES MULTIPLIANT PAR DES^ 
FACTEURS. 


( 450 ). ü E commencerai par le* équations du premier ordre entre deux 
variables qu’on peut toutes repréfeiiter par a.dx Cdy «=0 , a & C étant des 
fondions quelconques de ces variables y , * 6c de conftantes ; or j’ai démontré 
(n°. 305 que fi on défignoit par /a un des faâeurs propres d rendre 
a. d X -y- idy une différentielle exafte, { = /* feroit une intégrale particulière 
de l’équation aux différences partielles 


t d I f dm dt\ 

•'•‘•37— ^7T'+-(77'“77jî==®’ 

Je fuppofe qu’on ait donné le faâeur /n , 6c qu’on demande quels doivent être 
<t 6c C pour que fi xd x f».C dy foit une différentielle exafte. 


Soit , par exemple /a an 



l’équation A devient 


T 3 -lc/ » ^ 

d, \ , 


-t-CéV)*. 


1 



qui eft identique li ot 6c C font des fondions homogènes de même dimenfion n ; 
car on a dans ce cas 


dC ^ dt m t dm dm 

P MU II, D d 
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ce qui réduit rdquation précédente à cd'e-ci naC = n a C qui eft évidemment 


identique. Je mets la même équation fous la forme 

<< C ^ a . ^ J • 

* dy ^y. - 

y — — I *+* X -î — O , 

â m 


te, en faifant -^ = m, je la^cliange en celle-ci j Yÿ * ~x 
<f m dm dm 

‘ire iy =• — -7 T7- = '<,7 Ï7 

i/m yix — xdy dm Y * \ 

77 • = ’ïH^ ‘^\rÿ J' 

Il fuit dc-là que m doit être «ne fonûion quelconque de — , ce qu’on exprime 
- X * \ dx^dyf-.( -y) 

en écrivant m=ft( — }\ & .que par confequent r * \ ' * 

*->-3' J - {-y- y 


da 


OU < 


-, ou meme encore • 




eft une différentielle exafle. Or T Sc i/ étant deux fondions, l'une de t, l'autre 

, . d t d X ^ d U d y 

de a , je puis taire -y- =* —y oL — -y j j aurai donc 


, qui fera aufli une différentielle exade. 


rH-r/,(/4-/4f) 

Donc M tl N étant deux fondions de r 8r « , pour que M J t N Ju devienne 

une différentielle exade étant divifé par MT-^SU , il faut que 

:/^y — y^4r 3 » *1“* «''■enf même, que 

M=-Ç-F:Ç j ^ J ~ J -[T^ * 

F étant une fondion quelconque de f, a, & les caradérifliques F , f délignant 

deux fondions differentes de la même quantité / -y — / ~tT’ 

On fuppofe /a fondion de * feul & de confiantes , te on demande quels 
doivent être x te C pour que adx CJy devienne une différentielle exade 

étant multiplié par /a. On a dam ce cas = O , te l’équation cevient 
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Jy 


j: 

d X 


^ On pourra prendre pour C teUe fonûion de v, ar 6c de 

confiantes qu’on voudra , pourvu que « = ^ ^ 7^ 77 ) "1" ^ 

Si C= F:(x) , X fera nécifTiireirent de cene forme y f :(jr)-4-»:(jr);6c 
on pourra rendre cxaûe la clifierentic’.le àxf: {x)-\-dxi'.(x), 

en la niuhipliant par une tonâion de x feul 6c de cuiiilanlcs , ce que nous favions 

déjà. 

( 4 ^ 1 ). L’équation y d y -4- Mydx-^^NJxao, où M St S font des 
fo 'Chons de x feul 5c de conftan’es , ne paroit pas être beaucoup plus com- 
pliquée que réquation linéaire dont il vient d'être queftion; cepcnd.int on ne 
connoit point ercore de moyen de l’intégrer généralement. Dans cet exemple, 

C — y y x = My N ; d’où l’on tire = o !c = M. Je fuppoferai 

premièrement y. de cette forme 


{3 ^-xy’ 

é U 


— nX' 


dj =■ JT)--- ’ dx =■ X ) — •’ 

en faifant d X =. X' dx. Je mets ces valeurs dans l’équation , St elle devient 
( n — I ) M y — n X y — MX-^nN=o, 
qui ne peut être identique à moins que (n — i)Af — nX'=o,nN — MX = o. 


Je tire de-b'i M ; 


X , N=x 


ü — I 

y d X 


XX ; 


XdX=i 


St j’ai l’équation y ^d y -f- " — 

que~je pourrai intégrer en la multipliant par — * . Mais cette équation 

qui e(l homogène a aufli pour faâeiir 


jX. 


a:* 


(j -I- ^ ) ( y -h 


I faifajit ufige de ce faâcur, on a à intégrer la dilférentielle 


n — 1 
3<'3 


X) 


-AT) 


pff rapport ât feul , laquelle n’eft autre que "-—Ç-Ù — — 


ainfi la propofée a pour intégrale complète log. ■ 


J4- X 


-4-f:W = o. 


((«— Oj i-A-)— -■ ^ 

On dKTcrentie.'a le premier membre de cette équation en falünt varier jr St *•, 
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& on aura 

d y -4— d X ( n — I ) </ jr - 4 * ^ X 

J-irX C"— OCC" — *i ) J H- -ï) 

n — 1 (« — I ) y d y ■+- K y J X 


JF: (x); 


ou 


(j-+--^)((» — > ) 3 X ) 


X d X , , . 

rr- •+■ <iF i (*), 


,, {.« — i)3dy nydx XdX , 

qui, compare a — > “U""® evidemmenf 


^)U«- ‘ )J-»-^) 

-4- AT )•■ 


i//’:(Ar)=ro, 6c pour l’imégrate demandée — ^ — ^ _ a ». 

De plus , (\iia,dx-^nCdy— dS,ii.F: S) ( n*. 305 ) efl l’eapredion 

générale de tous les fafteurs propres à rendre a. d x -dr C d y une différentielle 
exacte ; donc ici cette expreffion générale eft 




(j-t-A)((a-Oj-S--V) 

Lorfque n = i, la transformation que nous avons faite pour parvenir i l’in- 
tégrale précédeare ne peut point avoir lieu , car dans ce cas on a à intégrer 

— — —^-.jr-rr > l'intégrale eft log. ( v-4 - AT)— . — 1 — qu’il faut égaler 
(j-trAT) y-t-X ‘ 

à une conftante arbitraire. 11 y a encore le cas de n = 1 où l’équation iden- 
tique donne ~X,X' — o 6t X «= conftante ; c’eft-à-dire que fi l’on 

propofoit l’équation jy d y My d x a M d x s= O , on pourroit la rendre 
intégrable en la divifant par , 6c fon intégrale complète feroit.y — a 

log.*(jy.-+- a ) -f-/Af dx=sc. 

(451). Secondement, foit /« de cette forme -7-; — yXlaXi 

étant toujours des fonélions de ar & de confiantes dont nous repréfenterons les 
di/TérentielIes par X d x & X' t d x. Nous aurons 

d fy — nfiy.4»Ar) é ft Il ( J X’ Af’ I ^ 

"ïy “ (,*H-Af,-»-Af !)•— • » " 77 “^ (,* -hjt, ’ 

6c mettait ces valeurs dans l’équation nous la changerons en celle - ci 
((an — i).fM — nX')y*-^-( (n — i).iWAi •+■ znff — nX 1 ) yf- 
nNX MX\ =0, 

qui devant être identique , dpnne nécelTairement 

(an i‘) . Mdx=sndX, (n — 1) . M X dx mff dx =n nd X t; 

nNX x=MX I, 

On tire de la première 6c de la troifième 

,, , ndX V y., MXidx nXidX 

M dxz= , n N d X s=s — ^ — _ / 

an — t. X > (an— |}>A 

$a 


Digitizedby Google 


IT DU CALCUL IKTÉCH.ALJ 

en fubftltuint ces valeurs dans la fécondé ; il vient 

1 AT I i A' n -- I 


'tOJ 


dX i — 


X d X , 


qui eft linéaire par rapport à A' i , S: qu’on rendra par confcquent intégrable 

en la multipliant par A*" “.* . Cela donne A i æ ^ A’* ^ c X * » — 

Donc fi on a l’équation - . . " 

-irbr A’^^)<éAe=o; - 

I • 

on la rendra intégrable en la divifant par ( ^e X"’~ ')*: 

Lorfque /i = i , dX = o 6c A = é ; les autres équations des-iennent 
~ M d X -\r N d X ^ d X i , ~ b N = M X i , Sc donnent 

^ d X — — J sŒ — — ^ - ; d ou il eft facile de tirer 

N d x= 

4 A' 1 — i‘ * 

Ainfi l’équation y d y - 


lA I 

M d x = ' _ , 


4Ai— *• 

4 A I — i* ®» 

deviendra intégrable étant divifée par yf -f. ^ Ai); 

3 


or 


intégré par rapport â y feul donne 


V (j* -t- A' I ) 

yt (y^^ by + x « 4- *°5- (y'-b-iy+'Xi)y, 

donc le premier membre de la propofée aura pour intégrale la quantité précé» 
dente plus une fonélion de A i feul, dont la différentielle eft 

p-AX~r 

Cette différentielle a pour intégrale — - — Jog. ^ .tl A i ^ ; 

donc enfin l’intégrale complète de la propofée fera 

>/ (,y* + ^y + X i) H — — log. = confiante. 

^(_^A.) 

Le cas où n = i mérite aufii quelqu’attention ; a'ors l’équation à intégrer efi 
ydyjf ydx -q- (e -f. i) XdXj== O. 

Cette équation eft homogène , îc le calcul précédent fait voir que pour la 
rendre intégrable il faut là diyifer par -t- A_y •+•(<-»- i ) A *, ce qui 
s’accorde bien avec ce que nous favions déjà. ’ ’ 

Panii II, E g 
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(45)). Nous fuppoferons tioificmement /t. = 


i)’ ' 


d’où l’on tire 

d fL “"(l.T* “f“ * ^ y H“ ) , 

~iy~ ™ (>' -I- Ay’ -4- A .T-PTÔ ’ 

— Il (y' A' r A" I -t- A' j) 
dm (y> -H Ay * -)- A 1 V -4- A 1 ) ‘ 

Cej valeurs étant fubftltuces dans l’équaiion /I , elle devient 

((3/1 I ) . Af — » A' ; >» -f- ( (lu — I ) . MX J nS — nX’ i)y' -H 

(■(/I — 1 ) . MXi -t- inNX nX'i)y-^ nNXi — AlAi = 0, 

d’où Ton tire 

( 3 » 1 ) . M dx = ndX^ 

(1/1 i) . MXdx -t- 3 oN dx = n dX i 

(n — 1) . MXi dx -+• xnNXdx =s ndXi , 
nNXx AfAi==o. 


La première & la dernière donnent Mdxs=c JL£— K dx ==■ - — — ; 
^ )« — I ()» — i)-Ai 

&C mettant ces valeurs dans les deux antres, on a 

( i« — I ) . A 1 XdX-^ 3 A 1 c/A = ( 3 n i ) . A 1 </.Y i , 

(n — I ) . A‘i</A-t-x AxA</A=(3/i — i ) .Ai i/Ai, 

équations au moyen defquelles il f.iudroit pouvoir trouver Ai, Aa en A, ce 
qui paroit être fort difficile généralement. 

Lorfque n = 1 , ces équations deviennent 

X A I <f A I = XiXdX -f- 3 XidX, X 1 dX 1 = Al XdX. 

Je tire de la fécondé Ai = — te diffiéreniiaat en faifant dXz conf- 

UAi ’ 

J Y" ___ ’V V I JC 1 d Ji* JC % X d* JC 
tant , </ A I =3 A A -I- ■■ — ^ V » 

valeur qui étant fubftituée dans la première , la change en celle-ci : 

X dXdXx ^ iXiXdX^ -t- iXtX‘d'X 
' =jr/Aa, 

qu’on multipliera par pour avoir 


XtdX . 
()»— i)-Ai ’ 


3 </ A 1 , 


X dX dXz -t-iA'i AaA' ^iXiX' dXd' X . v V 

dXli ~~ ^ ’ 


dont l’intégrale eft 


XiX ' dX' 

ÜA'Ï 


3 A-t- Cl. 
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» • • d X \ X d "Y 

En donnant à cette dernière équation la forme que voici : = — , 

yJX^ V(}-^ -*-«•) 

on voit qu'elle a pour intégrale complète 

V'.Yi= v'(î^Y4-c.)H-ci. 

MaisJyi = = (y (3:Ç-+'fi)-+-«iv/(l Y-t-ei); 

donc JY I &£ X 1 étant tels que nous venons de les définir , fi on a l’équation 




yJX 


= O , on la rendra intégrable en la divifant par 


1 ï JCi 

J" *4- Xy'- Xiy Xi. 

( 454 ). L’équation du fécond ordre que nous venons d’intégrer , étant 
divifée par X^Xx, devient 

X^X , idX^^Xi J iXd'X^Xi ■iJXi . 

V-Ÿa dXi dX% X^Xi ’ 

6 t donne par l’intégration 

tXdX^Xx C dXi *, jv_ ■\iX% /■ dX\ , 

dX% ^ ^ J ~X^X% rXy/'Xi J X^Xi' 

Soit C - t ="«> on tire des deux dernières équations X = - 5e 

J Xi 4uyX\ 

dX-^\udu{ donc -X = I «* -4- e i, & par conféqucnt =i tt*</«-4- c i du. 

^ y wL 3 

En intégrant on trouvera 

IV a* . t V -4— Cl \a 

a y/Ai = ^ e I U -Hea 5t JYi = Q-_ J ; 

on trouvera de plus 

Mdx= = '-udu, 

' X%d X du^ X% du ✓ I c I « -f- tf 1 

iXi 3 3\.8 i y 

Maintenant fi Ton fuppofe «= iar-4- 1 / pour que A '=3 x*-+- 6 /r-i- 3 /z-f-f 

-Xi = 3 (*-+-/) {*' ^ 3 /x‘ -4- . 3 /* 

-I- e I -I- < 1/ 

> 

;xi= 



t 
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on verra aifément , après avoir f.iit 

3 /»-+-fi = i,/> = <» 

que les calculs précédens nous apprerinent que IVquation 

y J y + -t-4Ar*-H^ar-J-c)</j: = 0 , 

deviendra intégrable étant divifée par 

( *» _3_ “t- i jr -H c )‘. 

En fuppofant *>-!- «Ar‘-f-i>r-}_c=(*-4-«)(*_(_C)(at-f-»), 
d: manière que e = a_f-C-+-i«,é = «C-(-aii-+-Ci(,t = « C n 
le diviCeur piécédent deviendra 

[jy _ 4 _(a.--{- a) (ar _3_C)][jy -t- (v -+- «) (jr-+- -H C*-*»»)] » 

& il eft clair que l’intégrale complète de notre équation eft 

[^ •+• (ar -f- « ) (* d- 

conftante. 

Nous avons fait n = l , faifons maintenant n = -|, 6 c nous aurons dXss O 
ou A' := c 1 ; puis ces trois équations 

LL MJx ■+■ Sdx ='-dXi , 

3 

î jlf A’i r/x-f- -ILL Sdx = -J dXx , NXi = 3 MXi-, 

d’oîi l’on tire, en éliminant Mdx ti. Ndx, 

- s-'f 0 " ■ = (-^Sr - -r) 

Nous ne voyons pas comment on pourroit réfoudre cette équation générale- 
ment ; nuis en fail’ant c i = o , elle devient 9 A’iifAi-l- iA*i(fA'i=o, 
6c donne ^ A * a -f- i A' ' i = conllante , ou A’ i = X> i ). 

On a auffi Ndx =\dXl, Mdx dXl. 

Soit maintenant X i = 3 x , d’où l’on tire 

A'z = y/ (4 — 4 -v»), AVx = dx, Mdx 

6c il s’enfuivra des calculs précédens que l’équation — -J- </*=> O 

étant propnféo, on pourra rendre fon premier membre une différentielle exafle 
en le divifant par (jti ^^xy y' (a — 4 ») ) ). 

(415)- 


Digitized by 


✓ 


ET DU CALCUL INTÉGRA LÎ 
(■4îî)- Quatrièmement, foit * 

d’où l’on tire 


»aj 


<^i“ 

JjL. 

dx 


{^y'^Xy^^Xxy'-^Xiy^XyY- 

\ 

— " (4y'+' 3 Xy' H-iXij'-i-j'r») 


—n CAv"th X ^y'X- X 2 ^^ JT^) 


(>’ 


A/ -f- Jfiy* -HAîj-H- Jf3 

Ces valeurs étant fubdituées dans l’équation ^ , il vient une transformée de; 
laquelle on tire 

f4« i)-AUxx=ndX, 

(3« i) • AlXdx-^- 4Hfi^dx = nJX t , 

(xn l)MXtdx^-}nNXJx=x aJXx, 

^ ( t* — t)-AfXxdx-4~xnNXidx=niiX}, 

X X x=> M X 

ou, éliminant M dx & Ndx , 

(4«— i) • A'k/A'i = (jn_ i). XxXdX-^ j^X'idX; 

{^n — i).XxdXx = { in — i).XiXx dX ^ 3 A'3 ArfA,' 

( 4 » — O Ai^A'3 X’^xdx-\-xXtXidX, 

Nous ne nous occuperons que du cas où n c= 1 ; alors Al d x xa ^ dX^ 

^ ^ —Ç </ A , & on a les trois équatlôns 

3 Ai^ATi = lATaA,/ AT -4- 4 A3 A, 

3Ai</Ax = Ai Az</A+3AA3</A, 

3 A' 1 </A"3 = 1 A a A 3 A, 

On éliminera X i des deux dernières , & on aura 


xX'iXidXi — X^tiX-i 

V» . = X X 


A* s 


= A* -t- f I , ou A 3 = 


XdX, qui étant intégrée, donnera 


A* 2 


X * -t- 


— , La fécondé de nos équations donne 


3</A* 3AA3 idXi sAAa 

‘ = ~x ÂT- = ~ AV^n . 

& dilTércntiant en fiifant dX confiant, 

^Ai 


d X 

on tire aulfi de la première 


5AiAï 3 A*As</A— 3« I As^A 

^ TÂ^^-rrry* i 


* 4 ^ c 1 


</Ai =f A^A + 1 ‘A^A+f ^ 

PartU II. 


-t-< I 


Pt 
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on aura donc cette équation du fécond ordre 

XJXa . ^X'XiJX—r,tiXiJX 
"TX A*-t-ci *+" 9 (A'*-(-ci)* jXJXzbO, 

que nous n’entreprendrons p:îs d’intcgrcr généraJcmenr. 

• /• ^ ^ tr 3 ^ ^ 1 ® f » F 

LorJque ei=o, -13 « , Jl 1 =si ~TjT' ^ requation pré- 

J 1 

ccdente fe réduit à celle-ci XdX ~ ï * 1 “* linéaire. 

Or je remarque qu on fatisfait a j ^ i — v ~ "t" 5 =“ o, en faïUnc 

X a = A’' , A étant donné par l’équation du fécond degré x*’— i X-t-5=OJ 
dont les deux racines l’ont j & -j j on aura donc { n". 177 ) 
i ' 

ATi = 77 Ai -4-* aX* + b A'^, &£ par conféquent 

Al =|A'>h-i<.Aî — iiA“î, A3 =(AA* + aA*-H^A~T)*, 
Mdx = \dX, Ndx= (A A'-f-üA^^-i A“*), 

C’cd poinquoi iî l’on fait Xssr’^ on aura l’équation 

J t 

ydy^yt'-dt-ir-^(~t>^at*~hb)=,o, 
dont on pourra rendre le premier membre une difTérentielle exaûe en le divlfaiU par 
4-rîj» -3- (^i t< -+- — -H (n -j-utr 4. 

(456). Nous ne feront point d'autres tentatives relativement â l’équation 

yJy^Mydx-^-Xdx = Of 6c tioBS nous occuperoin de celle-ci 

N) dy -f- My d x =» o. Dans cet exemple C —y -h A , « = My ; 

• iZ ' </< ' 

6t par conféquent on a ^ (en failânt d<tf =N’dx) & 

y— I 

îfc Atppoferai premièrement que /x = , 6t que par eonfequent 

(n- O-y’’-' i^y^SDlHL, ^ — ■ 

iy y*-*- A'y-t- A 1 (y* Xy d (y* Ay A' i y )* ’ 

en mettant ces valeurs dans l’équation A , j’aurai la transformée 
( n — a ) ■ My"--^’ T y. Af X y” n M X i y • — r=»o, 

— y _ A" A — X'Xi ^ 

4. a; -r- AA' 4. SX'i 

■ 4» A' a 
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de laquelle je tirerai les équations fuivantes 

(/I — \ • M d X •=: d N d X , 

\n - i ) ■ M Xd X => X d N — X d X — dXi, 
nMXi dx=Xi dN—NdXi. 




dXt 


d ,V 


, & par eor.féqucnt X i = A S ; 


' Si n = O , on a d'abord ^ ^ 
puis ces deux équations 

1 M d X -f- dN — dX=o, MX dx •+• Xd N — N d X — ad X *=o •, 
d’où l’on tire , en ôtant la féconde multipliée par i de la première multipliée par X, 

XdX~XdX+ iNdX-\-iadX=MO, ou =._£££ , 

a< — * aa — X 

équation linéaire qu’on rendra intégrable en la divifant par [ ^ a — X)' , 
& on aura N = X — a -+- i ( i a. — Xy. 
hU\szMdx = dX — dN= 1 é(xA — .Y) dX; 

ainfi l’équation (y+- X — a-t- -^Xy} dy -i- b (xa ~ X)y d X zao 
étant propofée , on la rendra intégrable en la divifant par 

y>-^Xy ^-(a.(X — a)-^^ab^ a-—X)‘)J- 

Si/J=rl, alors on a d X = dX te N = a-i- X, puis les deux équations 

MXdx=r XdX~~(a^X)dX — dXt, 

Z MXidx^XtdX-~(^x~i-X)dXi, 

defquelles on tire en chalTant Mdx , 

laXi dX—aXdXt =^X(XdXi — Xi dX^ — iX rdXt. 

Je ferai A == « A" i ; pour avoir X d X i — X i d X =. — X'- \ ,t u , 

X X I dX — XdXi=x A* i d U U.X 1 dX i , Ô£ la transformée 

iaA* \ d u au X i d Xi -^Xi 1 U d U 1 X i d X i =s o, 

... , iédu audX» 7. d X \ 

qui devient udu-\ 1- — ^ ■ -y ~ ÿ ~ , ~ *= o , K que je transfor- 

U J U 

Tir:r 7 'i- 


1 i 0 ^ d U 

merai , en faifant v~ «= 7 « celle-ci dr — — :."r^ ■ 


néaire par rapport à ï, 6 c que par conféquent je rendrai intégrable en la divifant 

, i(aB-t-î)* — AB — I 

par ( A B -f- a )». J aurai de cette manière { = ■ 5 ; & ' - 


Al = 


*(- 


A „ ^B 

' a)‘ —AA—* * i f A B -f- 1 )* — A B— I 


^ = a-i-X = ^ B -t-T ) * — A u-^i ’ ^ de 1 Ai A 1 dar =a Al c X—rNdX i , 
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. W , » AT . , AT 

d ou le tire iMax s =2 Ata* -t? — * K de -n — = , 

' X I ' JC t < ’ 

dou je tire ./ ■ -^7 = i * (a« + 1) J aurai Af./«c= 

11 fuit de tout cela que l’équation 

(t {au -f- 1 )* {y^a') — — «) dy-^c^b (a«- 4 -l)^i/« = 0 

étant propofée , on pourra la rendre intégrable en la multipliant par 

y_ 

{i • {m u-^- 3 .)' — JB 

Si on fait dans cette équation o u -f- i = — 7^> celle-ci 

(»*' -l-A-t-'') J'f:)' + a) a dy a g xydx = 0, 

qu’on rendra intégrable en la multipliant par ^ fx-^a)y - ij(» j -e /«)y 

X 

( 4S7 )• Soit en fécond lieu ju =s» — — r rt:^» I’®" titer» 

(i-t-Aijr-t-Aaj ) 

if! __ nXj'—' mA/(A-i -t-îA'aj) . 

~T, ( ~ 

_ X'i' 

t* 


mX 3 ’{X tj^XTi,’) . 


{,^Xiy^Xij‘)‘ ( H- Al , -t-Ai,»)- — *. 

&i en mettant ces valeurs dans l’équation X la transformée 

(rt-l-l) . AfAT^»4-(n — OT-4-1) . AfAAri^’>-t-‘-f« 

, — NX' — X' 

— XK — NXXi 

— KXXi 
*4“ f>K XX' I 

( « — 1 /7ï -4— 1) . M X X ^ y* m X X \ y* -*• % = o ^ 

— .A’Jïi — XXi 

— N X Xx 

— KXXx 




mXX l 
mNXX X 


qui devant être identique , donne d’abord JlJ * — 


rf A 


; & par con« 


> ■ - Al A 

féquent A = a X” 1. On égalera à zéro les co - eiTiciens des autres termes ; 

apré» 
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*»7 


après avoir fait pour plus de fimplicité M X= P 2 c A' A' =s Q; & on aura 
cc! trois équations 

(n-t- I ) . r JxT= dQ, 

(n— m-t-i) . P X ldx=dX-^Xid(^ m Qd X I ; 

(n — rm-i-i).PXidx^Xidx^XidQ — mXdXi^mQdXi'. 
La première donne f’</As= -^-^;onaaulTi Jr=<i A"i6cd'A=^»nAr— 

n-l-i 

c’eft pourquoi fi l’on met ces valeurs dans les deux autres , il viendra 
QdX * Q , 4- aX’^—'xdXt, 

q_dXx^ — ^^^^ .^aX---'x[XidXx—XxdXi\ 

n - 4 " I * 

(458). Lorfque n =r= — 1 , la première des deux équations précédentes 
s’intégre aifemcnt , Sc elle donne alors — -p. ■ “ ^ ; 6c mettant pour 

QtxdQ leurs valeurs dans la fécondé , on a 
(xBi-»- 1 ) • .y 14X1 


i X I 


(■ 


-) 


A'" ' 


A* I X^ I 

(XxdXi-.XidXx)^tXi 

\ ^ 1 I y 

qu’on voit n’être autre que 


aX , 


m X” 1 X^i 

Je ferai pour fimplifier 

d’où je tirerai A 1 = 


• a X" ' a </ . 


X 1 


■ “f- è X I d ■ 


XI — 


X I 

=/’> -v-r-==ît 


A" I 
X a 


to; 


A* 1 Aa ’’ A^ 

,Xx= ' r-*—. 


f r J- r 

& l’équation précédente deviendra jL}LL d b-\- “JILL. d a -4- h d r = 0^ 

î V r 

Le premier terme de celle-ci deviendra intégrable étant multiplié par-^Z-p',’ 

6c le fécond étant multiplié par i tttais on ne peut multiplier l’équa- 

tion que par un même fiâeur , il eft donc nécefiaire que 

V 

ouque/>(=3j—4>"r — 

= — 4/n, 


Vf >> 

Vr^ ="i> ? 


ft-t - 1 1 


ce qui fuppofe que Jï L 

/ i 

Partit IJ, 


A-t- > 


— i m -4- 1; 

Gg 
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8 c par confcquent que /u -K l 


, A H- I = -±- ; 
am — 1 im— J 


ainfi le feûeur en queftion fera q * " — ‘ r* 


4 m* ^ î m 


Je donne à l’équation ~ J p -4- aq"dp-\~bq‘^"'~^ r" d r = o 
la forme que voici : 

■*" I I 


4 m 


a d 


\m. (a-i- l) 


A‘-+- 


f) 


b q f d r Qf 


qui devient, en faifant les fubllitutlons néceflaires , 

4'” 4m’-4-l'n ' 

“ ^ ^ ^ d * ”■ — ‘ . ( I — 4 r)^ - 1 - i ^ — I r‘‘dr=o\ 

4 I m 


Bc après l’avoir multipliée par q » <» — i . ( i _ 4 r )* , 
ce qui la change en celle-ci: 

4#0i 

- • (» "-"O ^Tir:r, 

4 m 


4« 


q‘ - • . ( I 4r )» ^/ »« — I . ( I — 4r )) 

4m*.4-»in-*-4*m 

b q * ™ ' .fl — 4 r)* . r" d r =3 o , 

is remarque que chacun de fes termes pourra s'intégrer féparément fi 4 m -fà 
I-W = O , d’où l’on tirera 9 = — m — 

Alors notre équation deviendra 

__ 4” nI — m — x_« 

‘♦'’O* '+-*/(• — 4'’) ‘ "‘r-'dr=zc; 

d’où il fera facile de tirer q en r , &{ par conféquent AT i Bc AT 1 en valeurs de 
la même quantité 4 

deplusAr = .A:-a.A^= îk *+■ -Md.^ 

Pour en donner un exemple , nous ferons n» = — 7 , 6t nous auront ^ 
aq , (, — 4r)-4-è onq= . J ; donc 

y , a • ( 4 r) y a' -( 1 — 4f)* y {c - i by/ r)-,J r . 

^c— ib ^ r) • r * (c — I — 4r * 

NXk= r (c—ih^r)- V— {c — li y / r) ■ t ry/ r . 

<••(• — 4r)\ >— 4r /’ “ «•(>—4') ’ 


Mdx 


— *f-V) • (i*-4-c*) ■ Vr — Iïifr-<-4 • (4’ 4-c’) . ry^i 

( 4 -aWO • (»- 4 r)‘ . V' 
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En mettant dans (^y ^ N) Jy ^ M y d x = o , pour A' & Mdx les valeurs 
que nous venons de trouver , nous aurons une équation que nous pourrons 
rendre integrable en la multipliant par ^ 

(l 4 l-)-y, (c— 7 tyf,).r-^ ( C — 2 i y/ r)‘ . r J' 

(■459). Nous avons vu que dans le cas de « r= _ a |a première de nos deux 
équations de condition pouvoit être facilement intégrée ; l’autic le fera dans le 
cas de « — 2 m ~ i ^ car elle devient alors 

mqdXe — Xsdq XidXs — XedXt 


mX-- 


& elle a pour intégrale Q ^ 

- A“ 2 


X’ 2 


X 

Al 


d où l’on tire Q = < /n A’ i JV - — ■ x -t- i A" 1, 

Cette valeur de Q étant fubaituée dans la première , elle deviendra 

- ('”— Oa A* i</Aa — iiiAi,fAi-f.- 
îéA‘irfAi_éAi A'k/Ai = o, 
à laquelle on pourra donner la forme que voici : 

4"— I I 

a A Z ' 

V 




OU celle - ci , 


— I 1 


: O.' 


Soit 


X‘ 


X 2 

I 

Ai*”- 


= /’, Al’ 


2 m — I f Jf* I 




X2 


0 


^ q; on aura 

a m — I 


0-x,)— V,; 

Par ces fubflitutioas notre dernière équation deviendra 


hdp 


. {2 m i) 4) . ^ 

î 'J P 


( 1 m , ) . 


(r^ù ■ 


:0, ou 




= 0; 


* \r -T/ w r 

laquelle étant intégrée donnera a ” =mc- 4 -t P- if——:' 

, , ■'(P-Af'^'^-rdP 

1 ^ réfoudre eft celui où n= — i; on a 

ors Q O Q = c , JC ^ a JC’" z , ea mettant ces valeurs dans le.< 
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deux autres équations , on les change en celles - ci : 

— PXiJx=:=aX---'iJXz — cdXi, 

— 1 P'Kidx=saXiX’" — ■ ^ dXi — a X- ^d X i — cdX 
d’où l’on tire , en chalTant P d x , 

<zA'* I X"‘ — ' 1 d X i — X d X” 1 dXi — dX“ xX \ dX I -f- 1 eJIfi i/.Yi — 
f ATi dXx = o. 

Je ferai X'- i = Y i a , pour avoir i Y xdX i — Xi dXx œiYlYx 

f xdXx dXz \ YiXl Xiiu^ Xx 

\ Xi ~ Xx U — V“ 

Cela pofé , fi on met ces valeurs dans l'équation précédente , elle deviendra 

±-a Y-î^/Yi— zaY«i^Yi — -f-Y--f 1 du-\- p ; 

a a V « 


eu — — ^ * X </ • 

a 


tt~4 cXxdu^X^ 

' X X ' -• v"]; ' 


On rendra cette équation intégrable en la divifant par (a — 4)" 
£c l’intégrale fera 


‘ Yiv^Ya; 


r é X X /-! du 

■ r-H/- r- 

(in? — i) • (« — 4) (« — ■4) 

On aura donc Y 1 en fonfiion de] a ; £i à eaufe de 


yj U 


e/Xi — aX- 


X l 


■' islxi, 
> 


Xi = y/Xiu,X=dX- i,NX=c,MXdx = 

on aura aufii Y 1 , Y, A' X,M Xdx donnecs en fonôion de la même quantité. 
(461 ). Si on eut fuppofé m = le premier terme de notre différentielle 

exaÛe eût été ^ ^ on auroit eu pour équation intégrale 

a , “ — 4 r ^ “ 

— ~Z~ > 05 - ~î- — -f- f / .■ ; — T r I ou 

a , X l € , yj u^-yjx 

— loe. loB. 7— Œ e. 

» ^ i ® y« — V* 

Je puis , en faifant c = a \ , donner à l’équation précédente la forme que voici : 

•°s- ^ >og- i* 

Y2=/(«_4) ou, en faifant a = 4 î> , 

A'2=s 4/(C I ) (^ , on même encore ^ 

Xi=g 


Digitized by Google 


IT DU CALCUL INTiCHAL: 


t 


A 

(«—{*) ( v'[y(> —{*)]; 

A 

^=- (f^)^ 


axrfjft 


X I 

*<iXi \ ,, , . „ dXi Jr JX%\ 

= ( a caufe de J: 1 =m v' a: Z & de -^ = — -t- jXïy 

^ ^ { axdXt d ^ JV* 1 , J\T 1 lAi/r — 2 r*/r 

t ■*“ » ï { X ï ’ "’*'* "xT == r=rp 

MXd»^ ■^‘^t(L.±±:-»n) 


-, donc 


« — r 


fer» 


Donc le fafleur qui doit rendre intégrable l’équation 

ri^'iT 

\i v{y / (i-t-x* — »>t)yrft . , ^ . 

vTfT^^n V hx</j^;+j'rfj=o, 

A A 

“ (-1^) * v'Lfi'C»— î*)]:j'V'[i * V'[^(«— î‘)] 

î‘ ) (t^ )*]• 

/ du 

yfu — *î 


(461). Sim«=— -i, on aura l’équation -1- c 


— a(ii — 4) 


A' a 


-J-icy/asa— »/■; d’oîi l’on tire X 2 1 




On fera « = 4 , pour que Jf i = * ^ ^ , Sc on aura 

^ M »/( «.• 

a J Xt € d I e d X X a d X X 

-J r{Xn 


MXdx< 


cdXi 


iX, 


mais 


Al AiA'a^Aa' ç 

V^C-TÎTfiT) ) (‘‘'.r H- 

aura pour faéleur propre i la rendre intégrable cette quantité 

J-\/ f iLllS^il) \ t/r ,//* «(?•— 0 ^ , ‘»y‘(c* — ») 1. 

y '■ — ^ yi^ \ ) 1 f î -♦-/ J' 

Je n’en dirai pas davantage Air les équations différentielles du premier ordre , Sc 
je paife à celles des ordres fupcrieurs, 

t anu U. H h 
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( 463. ) Toutes celles du fécond oidrc p urrom êtie rtpréfentdes par 

J P fid X = O , ju étant une forâlon d? te , j) 6c =■ p. Maintenant fi A 

fonQion âe x , y , p cfi le faéfeur propre à rendre celte équalicn intég al’le, 
on aura , en mettant A pour n hü p, A pour m dans les équations d 6c i du 
(n®. 139) , ces dtux-ci 

i A J' A d‘ A J' A 

(^) ^TT + TTir-*-/ 


(/?), 


' ‘ ’ <ty ' dxàp 

à A r ,« 

à f ~~ ^ li j>‘ ® ’ 

4 * A d' A 

' ' * d X* ^ P d X J y 
é U d A 


dy ap 


— H- 


dp” 


d' A 


d' A d' A 

P d y* d X d p 


dp 


. PP 


A ^ d d A ^ d fl d U \ d A 

dy d p ap d X \P' P d p J a y V ^ * * P dy J d p 

f “ ' <f* fl d H \ 

\ d X d p P d y d p d y J ~ ’ 

Voici une minière fort fimple de parvenir aux mêmes équations de condition. 
On a les deux cquatir'ns dp-A-pdx = o 6c d y — p d x ~ o , qu’on aiouiera 
cnfcmb'e, après avoir multiplié la premièic par A, 6c l'autre par A' , A 6c A 
étant des fonâions de x , y , p , ce qui donnera 

A d p — f— {A p A' p d x -+• A d y s=x O, 

On fuppofera enfuite que le premier membre de celle-ci eft une différentielle 
exaéle , 6c il en rcfultera les trois équations de condition 


à X dp 


d A d A' d A' 

^ d D P dp * d y d p ^ 


dy 


d A 

■P- TT 


dp 

d A' 

P dV 


d A’ 
a X 


J A* d jS 

On mettra dans la première pour — : — fa valeur . 6c en aura 

dp éy ' 

i, J dp , dA dA dA 

dp dp ' ay ax 

Cette valeur de A' étant fubfiiiuée dans la preirière eu dans la fécondé, il er» 
rciuliera 'équation A j fi en met cette n ème valti.r dans la irtificme, il en 
rétu'tera l’equ.nion /i j ainfi de louits les n amères le |r<h'ème le réouit à trou- 
ver pour A une valeur qui fatisfaffe en meme temps aux équations A in b. 

(464). Suppofons que A ne doive pas rer.fe mer /> , 5 c que la propofée 

foii 'L-Z -f- al £Z, C — -t- H = O , ou a , C &c X ne renferment aufli que x 
a X d X a X 

te y fans p, A caufe de p = ap- -+- ip a , d'où l’on tire 


dp ' TP. 


ÿ t Ü id 

( X oc (iC ^ — = O ; 

ap 


I 


J 
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JA 


les équations A U. B deviemlronc -j~ 

J' A .JA, JA f Ji rf.N 

^ 77 “ -7 J- - QtT “ 77; 


A = 


/ J' A 


iy 




JA 

i* 


-.JJL A 




jx J ' \ 

dont la fécondé fe rëduic à 

J' A 

J 

à caufe de — nA=o, qui donne 
<^y 


(0. 


* i 4 Q é A JA C J \ 

X* dx ay \J * *^y J 


rf* A 
dxdy 


d A 


dm 

dx" 


J d* A dA 

^=°’ 7 y*- ~ “ 7 , 


d m 


A = o: 


JA 


On lire de l’équation r— a. A =0 (n°. 301 ) » F: (ar) , 

£{ par confé(|uent 

iA = J-“y . . f : CO . : (O -t -/ ^ </v . r: w) ; 

^ : W -f L /■/:- </j . F : WH- ( f-^ Jy)' F:(.v) + 

en fubllituam ces valeurs dans l’équation c, elle devient 

(O F : (X) -I- ( dy- c) F:(x) -f- Jy 4- 

C /-77 ''*>"^“-—- 77 -^-$-) ^=(*) = o- 

On fera en forte que dans cette équation les difparoirent , ce qui donnera 
iplulteurs équatir ns qui devront fe réduire à une feule, puifqu’il n’y a qu’une 
feule indé erminée ; autrement il ne ftra pas vrai que la prnpnfée putfle devenir 
_intég'ahle, étant multiptiée par un faâeur fonélion de x S< \ feulevrient. Si 
dans l'étuiation c les cn-efficiens de f : (x), F i ( x) font des foréHons déter- 
minées de X fpul , on aura à léfoudre une équation linéaire de Celte forme 

AIAAL -f. X I A’i F ; (x) = O. 

dm dm 

C’efl à-peu-prés ainfi nue ce ci* particulier avoir été réfoin , lorfqu’ayant mis d’une 
au rc m. nière le problème géuéial en équation , j’ai été conduit à une foution 
de Ce même cas part cu ter, qui, je ciois, mérite attention , &: dont je parlerai 
après que j’auiai éclairci ce que je viens de dire par des exemples. 


N. 
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( 4<)^ ). L’équation du fécond ordre 

d- y . 1 l/y* , a -4- 3 y * 




</ X 


xy 

étint propofée , on -demande fi elle eft fufceptible de devenir intégrable par la 
multiplication d’un faûeur fonélion de x feulem.nt. On a dans cet exemple 

-= -^-,C= i-r^-LL, « 
y *y 




C’eft pourquoi l’équation c' devient 

ou ^ (x'r :(x) — ^xr-.{x)-^-yF:{x)) — x x F i {x ) -^6 Fi\x) — o\ 
8t comme y doit difparoître de cette équation , on en lire 

X F i {x) = -^ F {x) , X' r : {x ) 3 arr :(x) -J- 3/-: (x) = O. 

La première donne F : ( x) o= xi , F : ( * ) = 3 x* , F (x ) = (Sx/ 
ces valeurs étant fubftituécs dans la fécondé y fatisfnnt ; il eft donc poftible de 
rendre la propofée intégrable en la multipliant par une fonclion de x &( feu- 
lement ; &, à eaufe de (x ), ce fadeur eft xi y', 

AMx>yLl^ Çix^y ^ -4-xxy^ d, 

eft la diîFéremielIe exade d’une fondion du premier ordre ; 5 t pour diftinguer les 
trois termes de cette dilféreiuielle exade (n“. 139 ), nous mettrons pour n (x. m 

leurs valeurs x»jr‘ & 1 xi y ^ *‘d' *+• 3 J’* > *4“ » *y. 

dans l’expreflion générale de », & nous aurons » = 2 x' y ^ 1 JZ_, 

à x' d X 

Donc ayant écrit celte différentielle exade comme il fuit ; 

xiy'd^ ^Çxxiy^ + ix^y^ -fj' -4- (j x‘j,. ^ -j-iarj») </x; 

nous intégrerons fon premier terme en regardant feul comme variable , &c 

J X 

nous aurons pour l’intégrale totale x> -y» J/- - 4 - 5,5 étant une fondion de 

0 X 

X, y Sx de conftantes en diftérentiant Sx comparant , nous trouverons 
</5 = 1 x'-ydy H- 2 xj‘ifx, S = x'y'- -4- e , 5t x*^* -^L = o 

pour l’intégrale première complète de l’équation diffTércntielle du fécond ordre 
propofée. 

Je 
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Je prendrai pour fécond exemple l’équation linéaire -f. Af 4. A'y t=a o ; 

dx' d X ^ 

•ci » = O > C = d/, B = y , = I ; & l’équation c devient 

P‘-.{,x) — MF‘-.{x)+(n F:{x)^o, 

à laquelle il cft rueflion de fitisfaire. En comparant cette dernière équation à 

l’équation générale , on trouve «=0,C= — df,B = ^ ^ > 

&£ que définitivement tout fe réduit i fatisfaire à/’: (»)4- df/'; (*)4-A’/; (.v) =0; * 

c’tft-à-dire que pour intégrer l’équation linéaire 4- M SX |- ==0, 

il fuffit de trouver une valeur de y qui latisfalTe à cette équation, propolition 
que nous avons démontrée ( n®. 176 ). 

(466). Maintenant je fuppofe que le faveur foit donné , qu’il foit de celte 
forme X p-^ JC i y , JC &c X i delignant toujours des fonélions de x feul &c 
de conllantes j 6c je demande les conditions entre Ai 6* dé pour que l’équation 

linéaire — ^ ■ - 4 — M d y y d x ==z o devienne intégrable étant multipliée 

par ce faéleur. On a /a = Al p 4- N y, ji =r Xp 4- ; en mettant ces va- 
leurs dans les équations A &c B , elles deviennent 


^X^ — ^MX-^ 

d*Xi 


àX 




d X 
Md X i. 


■X i d M 


1 dX I 

' 7~x 

SdX->r 


■ t 

■XdK 


d X 


d X 


M dX-hXdM 'X 

n J ‘ 

■ xA'Xi'^y = 


dont la fécondé fe réduit à 


d' Xi 

4 »* 


MdXi-^Xi d M 

d M 


Xd N 
dx 


+• i A^ X" I = O 


à caufe que le co- efficient de p n’eft autre chofe que la ditîë eiitlelle de la 


première. Je tire de la première A/ : 
fécondé la forme que voici , 


A' I 


dX 
iX dx 


; je donne er.fuite à 1a 


d N JV4 ^ 1 NX I d X f’ L 

~Â ~X — X'dx X 


d . MXi 


£c «n l’intéitrant , après l’avoir multipliée par 

SXi~ 

Partit II. 


je trouve 


Xc 

i~:nr — ,==<j-H 

fxXjJXi ïSfX-idx'^ 

A -X )' 

li 
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En mettant pour M A» valent dans le dernier terme de cette C'piatic n , il di vient 


1 A'* 1 d X 

X* 

I dX\ 

- / ,V * .i X 

— -T- X' . . 



■V' J 

— . 


V t <1 K 

(-.T 

I X 1 rf X \ 

2 X J X / ’ 

X 

^^2/1^- 


^A't 

X I d X 


+ * 

A U X 

" 2 X~dx"' 


Aiiill ayant à intégrer l’équation 

J-- y /Xi </ .V N J . dXt XiJX\ 

TT+C-Iv 

on la multiplieia par X -f~ X ijf, & en intégrant on aura 


2 F“‘-- 

(467). Si je fais c ■' * = 


Xdy'- 

"ÏJi“ 


'F , pour avoir 
X — Xd* J y, Xd' -y dXd* 

%* d X * 1 ■* J X 1 d X 

notre équation deviendra 
d'y r d* dX 

d X ”^Va + i^-* 
d' + 


• ^ =3 conflante. 

ï A' I d X </ + 


X — * 

Xdt' 

“ ix'dx 


xXdx 


\ J /j-tdx dXd* d 

yj-^ ^ :^xTx — T^-Vx 


xir d X 


} y' 


que je pourrai rendre intégrable en la multipliant par X 


Xyd* 

2 * J X 


Si dont l’intégrale ^.-ri ^ 

iJx' ^ i*dx' 


Je remarque encore qu’en faifant 


</ + 


d X 
X 


a-F-f- -. ii .. ' - ^ = conft. 

4 +‘a*‘ J 

^ d r 


j’aurai A' ♦ = r* , Ara S—\ 5 c que ces fubftitutions changent la dernière, 
équation en celle - ci 

d'y dydr ^a-y'dx d ’f' d r -^dy' d ^ \ 

dx tdx \ 2-irfdx 4 i'' d X X^dx)^ ’ 

qui étant multipliée par ~-£ï— jt & enfuite intégrée donne 


4 - — " x-r—'} = confiante, 
î'Fi/x' ~ 2't'dx' * V. ‘^'f-idx'y ’ 

V -f- J’' = confiante. 

a t d xy 2 


ou 


t' /• dy 
» 'F V *< ■« 
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Si J.IMS cette clcrniùre équation je fais la conllante arbitraire = o , j’aur.ii puer 

intégrale particulière (le la propofc’e __ ïL ^ 

rfy rfŸ Ÿrf.tV — •» ' • I 

ou -J- -p. — j,r" = ’ équation du premier oiore tjm étant 

y— a 

intégrée donnerajv' = —^ ' . Cette valeur de y fitisfirit i 

1 équation différentielle du fécond ordre dont il eft qucftion ; cette autre valeur 

— a , 




lui fatisfait auflî ; ainfi ( n“. 176 ) 


1 — Ci c 

! ■i- y 


I-' rf * y — 4 


^ 'f' rf * y 


y + 


C y 

• ce 


finie complète. 

(46S). Soit r = a:'- ( * -f- ar )' , -ï- î= *'■' (A -H or )>' ; on aura 
% rf- à , i i/'l V /' 

— “T "T 


^ en fera l’intégrale 


r J X X k -t- ■*■ J X X 

4' d-i'^ h' ï 


k-i-x ’ 


't J X- 

8c l’équation du fécond ordre 

- 4 '/- + f. « .’<*■-*) (1 ai. f=c'-v 

A_A’— y ./v _ 
qu’on rendra intégrable en la multipliant par 

a: ’ ^ ( A+ * ) * ‘ " ‘Y ^ 

^ ^ Wa ^ a 4 (*-t-x; - y 

Je remarquerai quelques cas particuliers; i“. celui où A = // q- 1 , ; = 5^ 

où l’équation devient ’ 

y V (£±0'" . 

rf* ^ *(rn-x) èy -T- J,. H- 

i' ( 1 ' — a ) N ydx ^ ^ 

i{k-t.xy J X 




qu’on rendra intégrable en la multipliant par 

* '•'+ ‘ f'iZ_ , .. 

Vrf» ^ ^ J 

Je ferai dans ce cas particulier d e= i & <i = — i A' ‘ , 5 c j'aurai réqiu-uio.j 


d* y 

à X 


_(_A’ -r-i ) J 

x{k^x) ^ 


( V ) y rf y 
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que je pourrai renclie intégrable en la multipliant par 
X*' t- » (k^xy( JJL ^ ^ 

^ ' V J “ ix{k-t-x) 

a”. Le cas particulier oit h = //, i==i' -f- i , & oit l’équation devient 
à" Y . A'(A— , _ / A'(V — i) * A' ('’-*->) 

— 7(TTT) ' 


r->> 




i'* -+-4» 




tjfN 

y J 4 


» C*-+-*) 


qu’on rendra imégrable en la multipliant par 


x<>' (t-f-x) ‘'-t- r ( 


Jy 


A'(A-q-*)-t- i'* 




l'A. 


») 


Je ferai dans ce cas particulier V = x & a = — ï t'‘ . j’aurai l’équatioii 


■ ( r' -f- 1 ) * 


d' Y î ^ • 

rL J. 

d X X ( A -4— X ) 




( i' -1- I ) y </« 


*(*-!-») 

que je pourrai rendre intégrable en la multipliant par 


(k^-xy-i-^ (4- 


)• 


Le cas particulier, où A = A'-t-i, iz::=.i -4- { , &c oit l’équation devient 


y y , ^ _ f *'(A'— i) 

ix(Aw-») “»* 

xA’i' + A'- 4 -<'- 4 - 4 ‘> »'(<* — t ) s, Y li * . . . • li- 

r h — ^ ) = O » qu oti rendra mtegrable 

ert la multipliant par ar * -t- ■ (>t ^-x) ' — | y)- 

Soit encore t ( A* -f- ar‘ )• , ÿ x’’’ { A* -t- *•* )>' ; on aura 

rfr *'* *' ^ 


wjx 

A' 

x’ 

£_y 


A* 


'i'Jx 
4«'** 


’f' 4 X 


•J'» 4x‘ ' 


y i , fit l’équation du fécond ordre 
A{A‘ -+- x‘) -f- 1 /'x* /A'(iA A' 1 ) 


(A--h-*‘) 
1 A' i 1 i' f A -4- A’ -t- I ) ^ 

**-4-x‘ 

d 




»i'(îi i' î)x* 


.1 4 


(Ar^x*)‘('' — *’> ^ ~ ®» tju’o" rendra intégrable en la multipliant par 

dy ^ A' (A* -4- X* ) -V- î i' X* 




•J” > 


»(** -+•**) 

Je lairtc i examiner fi dans cet exemple, comme dans le présédent, il y a quelques 
cas particuliers qui méritent d’être. remar-piés ; ie ne m’arrêterai pis non plus 
à chercher d’auttes cas d'intcgrabnité de l'équation linéaire du fccond ord' e , en 

n:eiianl 
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prenant pour fafteiir des fondions d’une forme plus t;éncrale, & je terminerai cet 
article par réfoudre le problème fuivant, cjui achèvera de nous rendre familier 
Tufage des équations yi ic B. 


a X d X 

-p- = o: 


( 469 )■ Intégrer l’équation du fécond ordre -H -t- 

On verra aifément qu’ici le fafleur ne peut point é:re une fonélion de x &C -y 
feulement ; nous le fuppoferons de celte forme Af/r» -+- B' p -h P, Ai, ^ ic 'P 
^‘jint des ronflions de ar,^, 6c de confiantes. Cela pofé , en bifant dans 
1 équation ^ les fubflitutions convenables, on la changera en celle-ci: 
d P éN JM 

^ 'T^'^‘i'jyP’^^ 17 ' P' — 

iP 6 N 


J y 
U M 


y y 

J AT JM 

7^ - 4-1 

I * M X 


dx 


fit comme Af, N , P ne doivent pas renfermer p par l’hypothèfe, on en tirera 
JM ]M J N 6 N ^ JAI 


iy 


JP 

dy 


iP 

y 




i Jy 
J N 

d X 


— r--^‘ 

X a M X 




équations aux différences partielles qui étant intégrées par la méthode du 
(n°. 30S ), donneront M =y' F i (*), N a= y'- f : (ar) ^ F : (*) ; 

F^yp:{x)— : (ar)-t-^/'" :(*)-». U arjr.F:(*); 

ftc par conféquent 

Ji p*F: (ar)-|-^*/>/: (sr>— -^F' 

*T = C ' ) r*- TT ‘ ^ = ( * ) • 


Telle eft la forme la plus générale que l’équation A permette de donner au 
fafleur d'après notre fuppofition; mais cette valeur du fafl-ur doit aufTi faiisfaire 
à l’équation B ^ ce qui en limitera la généralité. Ayant fait les fuhfilutions 
néceffaires dans cette équation , il en viendra une dans la(|uclle y ti p devront 
difparoitre, & il fuffira pour cela de faire F' : ( * ) = o, /: ( * ) = o , 
P : (*) o. C’eft pourquoi fi l’on fait = i la confiante qui efl la valeur 
de /■ : ( JC ) , on aura >d = y* p» -t- 4 jc , 8c cette différentielle exafle 


(y>-^-+-4jry) y 4^ «‘‘/•«^‘lont on 

PtrtU II. K k 
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d (/y ^ 

pourra reprérenter l’intégraîe par "TT) "TIT ^ 

foii£lion dey, * 6c de contantes. En diiîérentiant & comparant, on trouvera 


d S ^ ^ y H" A’ dx ^ S — 


^ c ; 


ainfi rimégraîe première complète de notre équation du fécond ordre fera 


Of* rfxT 


</ y 

x! -4- 3 c = O. 


Je remarquerai en pafTant que fi l'on donne à cette équation du fitcand ordre," 
y d y 

qui n’eft autre que y d • J-ii*‘éaf~o, la forme que voici 

d y ^ d X f 

d -J-— a d U fy du = O , en faifant -j- = du; ii qu’enfiiite on la diJé- 

rentie , en prenant d u confiant , on aura cette équation linéaire du troifième 

ordre yp- -f- a y =* o. Au refie cette équation n’eft pas la feule qui puifie 

s’intégrer de cette manière ; çelle - ci 

\y%d'- y y'^ dy'’ =3 (a -(-> iar -f- car'") dx' 

eft dans le même Cas. En effet, fi l’on fuppofe dx saydu, 5c que l’on falT* 
du confiant , cette équation deviendra 

xy d' y — = -i- 1 f y du c{ fy du'j') d u'\ 

&t en la différentiant deux fois pour faire dlfparoître les deux lignes d’intégration , 
on aura l’équation linéaire du quatrième ordre d*y = <y du*. 

(^7o\)e reprends l’équation générale du fécond ordre , d p fad x = o , 
i laquelle je puis donner la forme fui vante d' y •y-tidy'- -y-Cdydx-\-ndx'txxo, 
<t , C 6( K étant des fondions connues de *, y , p. Cela pofé, d &i K étant 
des fondions inconnues des mêmes variables, je fuppofe 

À d' y -f— d ady' d 6 dy d X -f- dvd x'=d(d d y ■+■ A K d x) mm 


dd'y- 


d K 


-') dx dy 


4- -^4t) -^'^‘‘df) àxdp; 

6c pour pouvoir comparer terme ii ferme les deux membres de cette transformée, 
je mets dans le premier, au lieu de dd'y & de d a.dy'^-y- dZdy d x -y- dvdx' ^ 
ce qui fuit 

( 1 — A' P — P) A d* y -4- d S! d y dp -+- A P d x d p 6c 
(«•+-Q)a/<fj'‘-+-^C — Qp — J d dx dy -f- ( V -i- Ji) d dx*l 
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elle devient par>Ii 

(« + R)Adx^^A^!dydp ^APdxdp^Ad^y^i^ dy ^ 

dxdy^(^K^^A -/-)d x^ -h 

d A A J ^ J Z" ^ 


dydp-\- (^K 


J 


} dxdp: 


-h A J/-, 

dy 


d n’cft pas nécelTaire de dire que N, P, Q, R font autTi de, fonaions inconnues 
'■ ^iy t P- Maintenant , notre transformée étant ainli préparée, J’y puis taire 
{i—Sp P)A = A, 

T)'-' = ''7f + 

(. + «)>= A- + ^ '4, 

'‘•-^=4;-. 

P J — K ^ X 
PA = K~j^A -j^., 

d’où l’on tire, 

d -/ 

■ d y •■•••» •+• Q , 

dx •■^ = ('a)....C— — ^ 

s ZJ^ * 


¥ R ■■ — 

ix 

' ~K ' 


d A , 

7T-"^=*(-3)> 

d A iK 

■2F : ^ = '♦)••••“ 77 = ; 


Çn 


remarquera aufli que les deux valeurs de ^ .A donnent l’équation ■. • 


■ (« - Q/-— — ) a:-j- H -+-/?-+- A i£— = O. 

\ P / jj J- 


dx 


(^i)....(«-4-Q')A'« 

(47<). Nous nous occuperons d’aboTd du cas particulier où«,f * ne 
reufennant que a: (k .y , le faéleur A n’efl lui-méire fonélion que de « deux 
variables; alors on aura Q, />, « nuis, & i caule de 
d /4 ■ J tr 


d fC 

dp ^ 77 * -*“/’) > on aura auffi ^ 0, ç’eû-à-dire que K 
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ne fera fonclion que de x Si Les équations précédentes deviendront 

_aJC 

d A 


, J d A J - Tr d K d A . d X 

•. A=sa., A — a. K -T— , --- : A = — 

\dy d K ttydx A 


Si en égalant les deux valeurs de 
(«).. B— C/f -4- « A * 


d A 


A , on aura 
B- dK dK 

^-IT- 


dx 

dK 


Il eft clair que —-Ï- 53 

^ dx J y 

6c que ces deux équations donnent 




dy 

dK^ 

dy 


dK 

dy ' 

on voit auflTi que la dilTérentielle du fécond membre de la première de ces deux- 
ci, prife en ne faifant varier que x. Si divifée par d x , doit être égale à la 
différentielle du fécond membre de l’autre, prife en ne faifant varier quej', (e 
divifée dy. On trouve par-li cette équation 


d' K 

d; 

é « 

il- K 

d y*-' 

~ dy 

d * 

dy 

dK 

K 

_ dx 

K il- _ 

dx 

d xdj 

~ dy 

dx 

K 


<f‘A , / dK\^ d^ K dx d K g. /' dK' 

Tn~y-^ V~~ -7 t)^ 


)0=». 

qui , en mettant pour & j ~j y valeurs , Si faifant pour abréger 


</‘î 




dx 

dy 


é m 


— . * . = « , deviendra 


Jxdy d*‘ dy dy dy'- 

+ (Jf =0; 

-d-cr-^ 

^ , il fera facile de tirer 


Cela pofé, en écrivant i pour 

Si C , ' “ 


des équations 

■‘‘'L 

1 y 


dj 


é 9 


b — 


J- d K 

^ ’ ~dT 


K;, 
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& pir conféquent : A a. , -, A = C — b. 

^ dy ' dx 

Âinfi JJ- =xady-i~ (C — = — O'*). 

quant à A' , il eft donne par l’équation 

d K K d y-^(^C — b) dx'j = h d y -^-u dx , 
d’où l’on tire évidemment 

Donc la propofee a pour intégrale première complète 

dyA‘'^y^<^'-<’)<>’‘)^dx{c^fA-‘'‘y-*-^'-^^‘‘>‘){_bdy^xdx))x=^ 

Cette cxpreHiom feroit abfurde , fi 

ady^(C~b)d X & (bdy^adx) 

n étoient des différentiCIes exafles. Les équations de condition que cela donnera 
leront donc aulli celles qui devront avoir lieu pour que la propofee puiffe deve- 
nir intégrable étant multipliée par une fonûion de * & feulement : voici 
CCS équations de condition 


(O 

in 


^ • d a d b 

dx d y J y * 

vt- "f- * ( • — ^ ) ^ * « = O. 


dx ■ ' - - ' dy 

(471). Si nous prenons pour exemple l’équation 


d‘- y -+- -î_ d y^ -1— 

ou « = -1. e= . 
y 


^ ^ d y d X — L d X* =x O , 


y *y 

X d Y 


3 




nous verrons aifément que a d y -i- (C — l,) d x 

eft une différentielle exaéle dont l’intégrale eft log. a’ y ' , & que 

Ji^<!y-h{C-b)d,) (^tdy^xdx):=ix^ydy+xxy^dx 

eft auflï une différentielle exaéle qui a pour intégrale x* y*. Ainfi la propofée a 
pour intégrale première complète x>y' dy-^x' cdx = o. 


(473)- On a A: 


' f ^ ^ d m 

A 1/^ dx J 


</ • dm A 

or — 1-- — peut être 

dy àx * 


d 9 2 ^ 

dy d X 

nul de deux, manières, ou parce que C ne renferme point d j', &c a point dV; 
ou parce que ’ — - 


Partie II. 


03 


dx 


; il faut donc examiner ce qui arrive dans ces 
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( 4ÔJ. ) Toutes celles du fécond oidre p urtoiit êtie ripréfentdes par 

J p-+- fxd X = O , fx étant une fonâion de * , 8c -jy = />. Maintenant fi A 

fonâion de x, y, p efi le fafleiir propre à rendie cette étjuntirn intéç able, 
on aura , en mettant A pour n /x A pour m dans les équations a 8c È du 
(n“. 139), CCS dcux'Ci 

JA d' A d' A d' A d^ 

■57 77i7 "+■ ' djrp ~f* dy — * 77 • 

dA d’ U 

dp dp‘ 

, „ . d' A d' A d' A d' A 

11 ^ ^ P 77 jp P' -rp- " P-dTdJ — PP 

dy d P a P d x P dp J é y V^» "* P dy J dp 

C ^ \ J 

\ d X dp P dy dp d y J 

Voici une minière fort fimple de parvenir aux mêmes équations de condition. 
On alcsdeux équations d p A- fx dx = o 8c dy — p d x = o , qu’on atoutera 
cnfcmble, après avoir multiplié la première par A, 5c l’autre par A' , A 8t A' 
étant des fonâions de x , y , p , ce qui donnera 

A d P -+- {A fx A' p) d X -4- A' d y =x O. 

On fuppofera enfuite que je premier membre de celle-ci cfi une difiërentielle 
Cxaûe , 8c il en réfultera les trois équations de condition 
dA du dA d A' d A d A' 

dx — ■’* dp ~^P dp P dp dy “ dp * 

du dA dA' d A' 

dy P d y P d y d x 


On mettra dans la première pour 


A' X 


JP- 

~ip 


d A 

<‘r 


d A' 

dp 


fa valeur 


d A 
P -dy- 


d J 

■ 77 ’ 

d A 


Cette valeur de A' étant fuLfiiiuée dans la preirière eu dans la fécondé, il en 
réiuliera ’équation A ; C\ on met cette n ênie valiur dans la trt ifième, il en 
réliiltcra l’cquation li ; ainfi de lou'ts les n aiiètes le | n h'èire fc récuit à trou- 
ver pour A une valeur qui fatisLffu en même temps aux équations A 6 c h. 

( 464 )■ Suppofons que A ne doive pas renfe nier p , Si que la propofée 

foit -t- « C — -4 -bî==o, oua,C8c«ne ruiferment aulli que x 

dx d X a X , * 

tc_y làns p. A c.iulé de p, = a.p- -4- Cp -f- n , d'où l’on liie 


dp 


z=xi xp 



X 8c de 


d A_ 
ap 


O ; 
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A-L.' lij 

les équations A ta B deviendront 

xA — 0 , 



■ a: __ rf. 


' à' A d A 

èP- d y K 

dx dy 

^ d A dy d X 

--ïè (v- 

d A 

- A \ 


dy 

dy ^ J 

— y 

dont la fécondé fe réduit à 




, . i' A . iA 

Jir — ^77 

, dA 

» — 

dy 

^dZ __ 

\^(/ j: Ay 

■ A = 0, 

à caufe de — » A = o , 

<‘y 

qui donne 



J' A J A d. ^ 

d' A 

d A 

A — 0 ' 

4xày dx dx 

dÿ- 

‘ *y 

*y 

On tire de l’équation : — 

O 

O 

II 

O 

II 

= J“‘^F:[x), 


& par conféi]u«nt 

V = ^ = C-O . : (-) -»-/ W) ,- 

^-:î = « ^ ‘'y Çf”:(x)^ ij^- J J .F:{x)-^-Ç^J-^Jj^yF:{x)-h 

= (*)); 

en fubAituant ces valeurs dans l’équation c, elle devient 

(O f :(»)-•-( »/-ïf ■'^-0 

''•>+ + Tr) 


On fera en forte que dans cette équation les j’ difparoifTent , ce qui donnera 
iplulieurs équatii ns qui devront ft réduire à ure feule, puifqu’i! n’v a qu’une 
feule indéierminée ; autrement il ne fera pas vrai que la propnfée puWTe devenir 
.intég'ahie, étant multipliée par un facteur fouflion de x 8< v feulement. Si 
dans l'éçuation c les cn-etTiciens de F :(x), f;(x) font des forflions déter- 
ininécs de x feul , on aura à téfoudre une équation linéaire de Celle forme 
i/f ; ( ») 


.ÜLlCO 

</»■ 


Xi 


d s 


Xx F :(x) = o. 


C’tfl à-peu-prés ainfi nue ce Ci‘ particulier avoit été réfolii , lorfqu’ayant mis d’une 
au re tri. mère le problème (çénétal en équation , l’ai été conduit à nue fo uiion 
de Ce même cas part eu ier , qui, je cois, mérite attention , dont je patletai 
après que j’auiai ecLiirci ce que je viens de dire par des exemples. 


r 

\ 


N. 
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( 4^5 ). L’équation du fécond ordre 

4- y . a -/y’ . a-+- IV <*y j » ^ * 


4 *‘ 


4 x 


yrfj:‘ xy 

étant propofée , on -demande fi elle eft fufceptible de devenir intégrable par la 
niultiplicaiion d’un fréteur fonélion de x tay feulem.nt. On a dans cet exemple 

-=i-,C= = 

y ' sy ' *• ' ^ 

C’eft pourquoi l’équation c' devient 

F :(x)— ±±JUL F:(x)+(-i- ^-JL:i;lL\F:{x)^o; 

' ' ny \ xy x* y J 


ouj'(x‘/^;(x) — jx/':(af)- 4 - 3 /';(x)) — i*/':(x)-h6/’:(») = o; 
&< comme y doit drfparoître de cette équation , on en tire 

x/” : (*) = 3f: (x), jc>r : (x> 3 xT : (x) -f- 3/’: (x) =b o. 

La première donne F: ( x ) =x= x> , /* : ( x ) = 3 x* , F ( x) = 6 x / 
ces valeurs étant fubfiltuécs dans la fécondé y fatisfnnt ; il efi donc pofiible de 
rendre la propofée intégrable en la multipliant par une fonction dex feu-; 

Icment ; & , A caufe de vrf=je-^“‘*^f;(x), ce fadeur eft xt 

Ainfixty ^ixrj -t-(iar‘j-t-3x*j0 ^+ixy^ 4 x 

eft la diîTérentielle exade d’une fonétion du premier ordre ; 5 t pour diftinguer les 
trois termes de cette dilFérentielle ex.ide ^n®. 139) , nous mettrons pour n bc m 


leurs valeurs x)_y* & ^xiy H- ( » **d' *+- 3 *’>*> ■+- ixy\ 

dans l’exprcftion générale de x , & nous aurons x = a x • v * _j_ 1 

d X* d M 

Donc ayant écrit cette différentielle exade comme il fuit : 

nous intégrerons fon premier terme en regardant —-L- feul comme variable , & 

d X 

nous aurons pour l’intégrale totale x>_y‘ Jy~ - 4 - 5,5 étant une fondion de 

0 X 

X , y &c de conftantes ; en différentiant & comparant , nous trouverons 
JS = 1 x^ydy -4 - 1 x_y* dx, S = x'y'^ -1- e , 5t x>^‘ .+• x'y^-i-ç= o 

d X ‘ 


pour l’iniégrale première complète de l’équation différentielle du fécond ordre 
propofée. 


Je 
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‘M 


Je prendrai pour fécond exemple l’équation lir.e'aire A/ ‘'y 4. ,Vy ^ ^ . 

« = O , C = A/ , tt = N y , c^* -^ = I ; & l’équation c devient 

/«:(ar)_A//’':(:e) + (iV— f : (.v) = o, 

à laquelle il eft rueftion de fatisfaire. En comparant cette dernière équation i 
l’équation générale , on trouve «=o,C = A/,b = ~ ^ ^ ^ f : (*), 

& que définitivement tout fe réduit à fatisfaire à/ ; (») + Mfl{x) -f-A’/; (.v) = o ; 

c’eft-à-Uire que pour intégrer l’équation linéaire £li’ -+- Ai 4. A^ v = O 

il fuffit de trouver une valeur de y qui fatisfaffe à cette équation, propofttion 
que nous avons demontree ( n®, 176 ). 

(466). Maintenant je fuppofe que le faéieur foit donné , qu’il foit de celte 
forme X /F I ^ , JV Êe X i delî^nant toujours des fondions de x f'eul 6c 
de conltantes ; 6: je demande les conditions entre M & pour que iVquatioit 

linéaire __ 2 ! M Jy^Sy J x e= o devienne intégrable étant multipliée 

par ce fadeur. On a /a = Mp 4- N y, j! =r- Xp 4. r ; en mettant ces va- 
leurs dans les équations A ii. B , elles deviennent 

iA-i_aAfXu..l£-= O Y— ^ I 

fi'Xx A/4.Y 14 -Xi 4 Af KiX^Xit; \ 

5T à 7 HiA’A I )y^o. 


d X 

dont la fécondé fe réduit i 

4 *Xi MiXi^XxdM 


NJX.^XdN , xr X- 

(-1 A' A I = 0 , 


d X à X d X 

à caufe que le co- efficient de p n’eft autre chofe que la diifé. en.tlelle de la 


première. Je tire de la première M = 

fécondé la forme que voici , 

J x7 _i^ Xd X t N X X d I 

-H — 


A'i 


— ; je donne enfuite à U 
2 Ai* ' ' 


J' -A[j_ 

X'd X 


d . MX I 


2 r:: ■ ■< « 

& «n l'intégrant, après l’avoir multipliée par X t i i ^ jg trouve 

_ f X' t A n /*X I à ■ 

= i 4 - / - " A/x.'=i 4 - 


Partit 11. 
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En mettant pour M fa valeur dans le dernier terme de cette c-[iiatir n , il di vient 
— 2X'iJx X' i.ix \ — ^ y - .V I . 

J‘ A' — Â‘ A- J ' X’ 

donc N X e ^ = u -4- e ^ 


W.yj_ _^i <1 X \ 

\ il X l X J X / ’ 


te par conféquent .V = « 


L/I 


^ -rV 1 
A U X 


_X ij/ .V 

2 Â"' d X 


Ainfi ayant a intégrer réquation 

J-- Y /-Xt J X \ JXt XiJX\ 

TT +C-A'+-7 :^-x) +-v-r— — 


on la multipliera par X X i y, St en intégrant on aura 


X I y d y 


Xdy^ 


(467). Si je fais 


:->•(<« 

f X \ A* 

e ^ =z 


M- 


X' I 

A' 




coudante. 


Xi= ^^^,dXi=zJLtl. 

X* J X 1 * J X 

notre équation deviendra 
J'y / J* JX 

J X \ xY Jx 

J'* ^ 


. îA'iJa 
Ÿ , pour avoir — 

rfA'</+ XJ*' 


1 * J X 


%*'Jx 


2* J X 


xXJx 


\ J /'j*Jx J XJ* J*' 

Jdj+ _ — ~~j- 


que je pourrai rendre intégrable en la multipliant par X -f- » 

Sc dont l’intégrale fera ^ — ZJ .i ï ^ ^ -j- 1 yi T .< ^ ^ = confl. 

2 Jx'^ 2 *Jx' \ 4 *'Jx'J 


Je remarque encore qu’en faifant ^ JLX. 


J X 

-4- — =rr 


X d 0 


j’aurai A' Ÿ = r* , Xx=> ^ '1*'® fubfcitutions chargent la dernière 

équation en celle - ci 

TT *+- 777 -+■ \TT *- 77777 ~ 77*‘77 7TTx)^'^°’ 

qui étant multipliée par -4- enfuiîe intégrio donne 

-4 - I 'V‘ fu'FH — = condante, 

2 *rJx' ~ !*■' J x- \ 4 'i'^Jx-y ’ 

ou ~ f-4“ -+■ y - 4 - — J' = coudante. 
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Si dans cette Jerniùre ériiatioa je fais In conllnnte arbitraire = o , j’aurr.i peur 

intégrale particulière tlï la propofée ^{ 4 ^ f ~ > 

ÜL'^JUjL. , équation du premier oidre qtH étant 

J' -f i X yt — a ! 


</ y 


d-^ 

T'f' 


intégrée donnera = — — e 


. Cette valeur de y (atiefait 1 


l’équation dilTérentielle du fécond ordre dont il eft queftion ; cette autre valeur 
dx^ —a , 

jy = « *' lui fatUfait auflTt ; ainlî ( n". 176 ) 

P 'f d xy / — a P d X y j — J 

y =3 î_ e'^ ' c e ^ ^ en fera l’intégrale 

Unie complète. ' 

( 46S ). Soit r = x'- (k-b-xY, -r — x''' (A-4- ar )*' ; on aura 

y, d r h i 't' 


tr J X d i 

”” x'- 


i* 


il l’équation du fécond ordre • - 

d'y , A ■ (*- x)-f ix 


djt ~ K (k- 

A' ( î A — A'— î 


iî-^ 


— - HA'i— Vi* — i' — 1) N _ P 

IX* x(t-t-x) a^*-t--x)* y Ï ’ 

qu’on rendra intégrable en la multipliant par ^ 

‘ ‘ - ‘X 4r + -wiîf- ■^> 

Je remarquerai qucl<[ues cas particuliers ; i“. celui où A = A' 4- 1 , / = j', 5 t 
où l’équation devient 

<‘'y . ( V 1 ) ( A -t- X ) ^ X J ^ _±_ ^4 . (*'-*-i)r , 

</”■< r(lt;:T5 ^ ^ ix* x^*-^xj "ï* 

■' (>' — t a) \ y</» _ _ 

aC^H-x)‘ ; > ’ 

qu’on rendra intégrable en la nrultipliant par 

^ ' V.<<x ^ ix(*-r-x) ■'Y 

Je feni dans ce cas particulier i' = i 6c a = — î > 5 ^ j'aurai l’équation 
‘^‘.y ( A' 1 ) » -». { V -w 3 ) X 


d X 


x(A-t-x) 


<f J' 


(*'-*- ' ) y ^ 
•(*•+■») 


Il8 Dü CAlCUt DIFFÉRENTIEt 

que je pourrai rendre intégrable en la multipliant par 

C 4ï- + 0- 

1 °. Le cas particulier où h — h\ i=si' -+- i , îc où l’équation devient 
<<'■ Y . A'(^ i'-t-i)» J.. ./ ^' (** — *) , ïA'(i'-4-i) 

<1 X X {k-i-x) 




i"-t- 4 jN y dx 


f) 


»(*-+-*) 


{k -»-*)• ✓ 4 

qu’on rendra intégrable en la multipliant par 

xi-' -1- « 


I- r * X 

X) -V 


\ <1 X xx{k ■ 

Je ferai dans ce cas particulier V = i 5c <r = — 4 j’aurai l’équattoti 

* -4- (i’-p. 3 )* _ 

“TT -<■ .c*-Hx) 

que je pourrai rendre intégrable en la multipliant par 

x-^fkxt-xy-i-^CJZ. ^ N 

^ V ^ J 

Le cas particulier, où A = A' -f- i , / =z: j' -f- i , ^ où l’équation devient 






éx aa(*V7) -«/éK-HC. r- 

î A’ i' + ^ 4 a i' ( i' — l ) x y * . , ... 

rôûïrr) ImUt ) — = e . q» o" ■"«g^bie 

ert la multipli.ant par * '■'-f « (A -f-ar) ~ .y)» 

Soit encore r = at* ( /• -+• ar* )■' , ÿ ; on aura 

ir h lix J'y A' ii'x </* Ÿ d'f' 

771 A‘ -t- *’ ’ ></»' 

A' 


■p ^ 'FWx*' 


-t- 


4 I * 


t ~ ^ JJ» ^ ji > f>k l’équation du fécond ordre 


£z 

dx 


h{h< -+-*■) -H lix* 


J \ ■ 


( 


A' ( 1 A A' 1 ) 


• 1 xx't*'— 


x(A‘h-x‘) 

1 A'i •+• ii' f A-*- A'-4- I ) »i'(îi »' 1)»* 

A*-4-x* "* (A* -4- x’ ÿ 

) y éi X , , 

— - — =3 O, qu’on rendra intégrable en la multipliant par 




(7 


-h * ) -K 2 i’ ét' \ 

T ( k^^x^) 


Je lailTe i examiner fi dans cet exemple , comme dans le précédent, il y a quelques 
cas particuliers qui méritent d'é!re,rem.ir'jnés ; je ne m’aoètetai pis non plus 
à chercher d’auties cas d’intégrabilifé de réquation linéaire du fécond ord-e, en 

menant 
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prenant pour fafteur des fondions d’une forme plus çcndrale , & je terminerai cet 
article par réfoudre le problème luivant, t]ui achèvera de nous rendre familier 
1 ufage des équations A ^ B. 


( 469 ). Intégrer l’équation du fécond ordre —r~ 

d X 


J y' 

y dx 


t d X 


y-- J ' = 0 ; 

On verra aifément qu’ici le fafteur ne peut point é're une fonélion de * & v 
feulement; nous le fuppoforons de cette forme M, N bi'P 

jftant des fondions de a:, jr, & de confiantes. Cela pofé , en faifant dans 
1 équation A les fubflitutions convenables , on la changera en celle-ci : 
d P dN dM 

dy 

^ P 6 N i \ M 


M * a ly a jri 

^ dy -P-^^ -JJ • P' — 


y 

d s 

d* 


*4- 1 


y 

dM 

àx 


X X M X 


& comme M, P ne doivent pas renfermer p par l’hypothèfe, on en tirera 
d M } A/ AT 6 dM 

dy 7 ~—°’ î “Jÿ y~ * ~TT = 0» 

dp iP d ff ta M x 

^ dy y d X ~~ y'- ®» 

équations aux différences partielles qui étant intégrées par la méthode du 
(n®. 30S), donneront M =jy> /’:(*), /: (ar) — P : (») ; 

i» p; ( ,) _ : (x) H- -^F" : [X) 4ar j» F: (ar) ; 

& par conféquent 

A x=y P* F : (sr)-H j-p/: (»>— 

•T^ = (*) r«- ^ -F: ( *). 

Telle efl la forme la plus générale que l’équation A permette de donner au 
faâeur d’après notre fuppofitien; mais cette valeur du fa£l:-ur doit aiilTï fatisfaire 
à l’équation B, ce qui en limitera la généralité. Ayant fait les fubfiitutioiis 
néceffaires dans cette équation, il en viendra une dans laquelle y i*. p devront 
difparoître , fit il Aifhra pour cela de faire F' ; ( » ) o , fi ( * ) = o , 
f •(*) o. Cefl pourquoi fi l’on fait = 1 la confiante qui efl la valeur 
de /■: ( ar ) , on aura >d = y> p‘ -f- 4 ar , & cette différentielle exaéle 


Partit II, 


</y* 

4- s,» -A- 


1 SX y d y' 


dx> 


d X 


+ s* x' d x dont oti 
Kk 
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pourra repréfenter l’intégrale par f y Tx ^ ^ 

fonûion dej, x & de conftantes. En ditTérentiant &£ comparant, on trouvera 

é y* a* «* 

JS=- — ay' + a- lix U s H — ^ 1-<J 

ainfi l’intégrais première complète de notre équation du fécond oidre fera 

J’ ‘'dlT-^i‘‘^y xt + }£ = o. 

Je remarquerai en paffant que fi l’on donne à cette équation du fécond ordre. 


qui n'eft autre que y J • 


yày 

ix 


a X d X xo , la forme que voici 


J - ^ a d U fy d U = O , en fa'.fant ~ = du; qu’enfuite on la ditTé- 

rentie , en prenant d u conftant , on aura cette équation linéaire du troifieme 
_4_ = O. Au reUe cette équation n’eft pas la feule qui puifte 

s’intégrer de cette manière , celle ** ci 

lytjiy y'dy* =1 (e -f- éx -f- ex’) d x' 

cft dans le même cas. En effet, fi l’on fuppofe dxxaydu, St que l’on falT* 
du conftant , cette équation deviendra 

xy d^ y — " d y* = ( x — f— é fy d u -f* c ( fy d u'j* ) d u^ \ 

fit en la différentiant deux fois pour faire difparoître les deux (ignés d’intégration , 
on aura l’équation linéaire du quatrième ordre d*y = cyd u*. 

(470). Je reprends l’équation générale du fécond ordre , d p ;xd x = o, 
àlaquelle je puis donner la forme fui vante C dy dx~+-vdx't=o, 

a C St « étant des fonÛions connues Ae x , y , p. Celi pofe , A &L K étant 
des fondions inconnues des mêmes variables, je fuppofe 
jt ji- y A a d y'’ -+- > C dy dx-t‘Axdx'x=d(A dy •+- A Kdx) 

4 - ~jp~ dp^ 

fcc pour pouvoir comparer terme ^ ferme les deux membres de cette transformée , 
je mets dans le premier, au lieu de Ad* y bi ie A x d y*-^ ACdy d x A udx*f 

ce qui fuit 

^ I — _ A’ P J* ) A d* y - 4 - A S dy d P -f- A P d x d p & 

(^^j^.Q)Jdy*-h(^C—Qp — -y)Adxdy + (^u-i-R)Adx*i 
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elle devient par-là 

{ I —Np — P)jt Q) + ( C -— Qp y 


é Â 


( » -4- /î) Adx* -f- A N dy df-\-APdxdp=BA d^y -4- -jy dy'- 


r dyt ^ d yi dK \ ^ ^ f A , d K \ ^ 

( yj -t- a: -yj A -jy) dxdy^\^K ^ A d X -H 

Tf dydp-\- {^K ~ A -yy) dx dp : 

il n’cft pas nécelTaire de dire que N , P, Q, R font auflî des fondions inconnues 
de x,y^p. Maintenant , notre transformée étant ainli préparée, j’y puis taire 

(i-Np — P)A = A, 

Cx^Q)A= JL±, 

(C-Qp-^)A=J-±^ 

d’où l’on tire, 

-7— :> = (<ri).-...a-J-Q» 


K -if- -h A 
dy 


£K_ 

dy 


A =x ( 4 t).... C. 


R a >1% » ^ ^ 

Q-P"^ ~f -^A(«-+-Q) jy , 

„ dK 

à A à X 

^ , 

^ ^ A , . fy ^ 

arf=( 44 )..,. — — ;(A-t-/>); 

i A 

çn remarquera auflî que les deux valeurs de ^ — : A donnent l’équation ’ ' 
(aé ,) . . . . (.+ Q) A'>— (c - Q/>— -f ) if- = o; 

(471). Nous nous occuperons d’abord du cas particulier oùa,(, k ne 
xenferinant que * 6c y , le &£feur A n’eû lui-méire fonflion que de ces deux 
Variables ; alors 0.1 aura Q , P , R nuis , 5 c à caaile de 

i^ i A •— iJy : (A' P ) , on aura auffi ify = o» ç’eft-i-dire que K 


Digitized by Google 


« T DU CAL C“U L I N T i G tt A L: IJJ 

& pir conféquent JjL ; A — a. , - •. A = C i. 

dy ' dx 

Àinfi = 

quant à A , il eft donné par l'équation 

{ a J jf ( C — dx'^ c=. b d y -f- U dx, 
d’où l’on tire évidemment 

K = -A (.'-<• V* ) i'-'’)‘^^)^bdj^»dx). 

Donc la propofée a pour intéi;ra!e première complète 

dyA‘‘^y^i--‘')^^)^dx(c+fA-‘^y-*-^'-^^‘<^)(bdy + xdx))x=.o. 

Cette exprenioir' feroit abfurde , fi 

ady^(e~b)’d X & (bdy^y.dx) 

n étoient des différentieües exafles. Les équations de condition que cela donnera 
feront donc aufli celles qui devront avoir lieu pour que la propofée puilTe deve- 
nir intégrable étant multipliée par une fon^ion de a; 6i ^ feulement : voici 
ces équations de condition 


b) - 


(471). Si nous prenons pour exemple l’équation 
<^"J'-t-~‘fy^-i~-^-^^dydx-i--^dx^ = o, 

ou« = _L, C= _l±i71 

y *y *' j-‘ ’ xy ’ 

nous verrons aifément que<t<f^-f-(C_^)</,— ^ '^ 7 '- _j_ _? 

eft une différentielle exafle dont l’intégrale eft log. a' j* , & que 

,f{xdy-b.<^Q-b)dx) ^Uy+adx) = ^x^ydy+^xy^dx 

eft aiifti une différentielle cxafle qui a pour intégrale ar» _y*. Ainfi la propofée a 
pour intégrale première complète x’y'- dy-^.x'~y- dx'^ c d x =s o. 

( 473 ). On ai: ^ </« 


di d • . 

or — , — ■ — i_ — peut être 
a y dx 


nul de deux, manières, ou parce que C ne renferme point d’j', & a point d’A^ 
d Z d 

ou parce que — — =1 1 —t. • il faut donc examiner ce qui arrive dans ces 

d J dx • 

Partie II, 
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Z devienne nul , on tire alors 

à* 


deux cas. De quelle manière que -~ 

des èquâiions « Sc C , a -4- C J ~ “ ~J1T^ o ; c eft-à-dire que dans 
l’un & l’autre cas la fonâion b fe préfente fous cette forme | qu’il s’agit de 

i t I » J .• 


- . Ainfj dans les deux cas que nous exanii- 


J é b d i dm 1- *» L A’ 

déterminer. L’equation » donne — = , lo.t b — r , 

nn aura ***' f — 1 — ^ = 0 , Sc i' fera vifiblement fonûion 

on aura — ^ \ dj dx J 

de X feul St de confiantes. En mettant dans l’équatioa t, pour b fa valeur b\ 

oa la changera en celle - ci 

t \ ^ t l'i •' 1 * ^ ** tt U 

-7T*^^ ^ ’ 

dont le fécond membre ne renferme d’autre variable que x , puifque 
aJ.,C ( ^ étre = 0 , n’eft autre cliofe que 

^ ^ Air 

i J , 

nons , tout fe réduit à trouver pour b' une valeur qui fatisfafie à l’equation E ; 
Sc la propofée aura pour intégrale première complète 

d y -!f~ X d = O , qui fera toujours poRible. 

On pourroit demander quels doivent être a. St »> 5 qu on 

voudra, pour que la propofée ait pour intégrale première complète 1 equatio.i 
du premier ordre que nous venons de trouver. 

A eau fe d e 4L = Z , St de ^ -4- ^ -ii - 4^ - « - ^ . 
on entend par X une fonûion quelconque de a: St de confiantes; on aura (n . 301 ) 

Si C doit être fonflion de x fcul , alors « = Ftf.y1ScH fera de cette forme 

F-. (*)-/: » ^ ‘ Cy'>; 

cette expreffion devient F •. ( •*) "4“ J'/-’ ( *■ ) lorfque <t = o , c efi le cas ou 
l'équation efi linéaire. 
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C ^74 )• Occupons - nous maintenant du problème général. Nous formerons 

les équations “LL = ^ ^ 1 rf a i j a 4 

4 m 


4 y ’ Jx 

« » _ 4^4 4 , ^ ^ 

4 P d X ^ dp 

defquelles nous tirerons 
d'K <! ('-(ir — —') 


</ « T d <t 

dy ’ ' dp 


d « i 

d X 


Jy 




d X " à y 


d*K 
d X dy 


= 


A' 


d K 

dy 


- 4 - ^ 

4 y 

_£K_ 

dx ' dy 
T- » 


4 ( 


Jx 


.<2 ) 


d'K 


= (^ 3 ) 


{K^p) -t- ^ 

J/> X -t-p 


J K dK 
dy dp 


~TxTr= [(--f-Q) 

d{i-Q_P-^')^ 


dp 

— (M)-. 
i — 

dx 


j + 4^ • - 4 - 


dK 

dp ^ 
d K d K 
dx ' dp 


d{‘-^(n 

dp 


K- 


d X dp 

- 4 - p 

A» -I- A> 


dp K -y- P 

P r djx^R) ,_3-A dK 


[■ 


dK 


dp 


] + 


puis en égalant enfemble les deux valeurs de nous aurons i 4 = é e ' 

d K J O ^ 


équation qui , étant combinée avec l’équation jd i , donnera , après avoir fait 
pour abréger + Cp + 

, dp ^ dp * 

On lii-e des deux équations Ai & B t, 

^ —^\K-i-p)~ ( — — pi. 

dx dy J * 
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(A' 

, JK 


Ç /,( CK «) A (K> 


/ ^ i A' << A \ \ 

- -iTr))* 


^ A' 


«Z» 


en met'.jiit ces valeurs dans ai , a i , ou dans <2 1 , « } , il vient 

4 f '^=(‘') (r~)‘ (<''+'> 

Jk J, Jk \ 

^ Vj ) ’ 

4f = ü:^ ^r)*^ 

4 ^L:^=(e 3 ).. 

Ces exprcfilons feri)ient abfartici fî l’on n’avoit 

Jet J ez ^ J c i Jc'^ Je Z 

dx J y a P “** dy dp a a- * 

ainû K fera donné par les deux équations 

1^0 <^'+r)-(;j:::^+>^,-4r) 


dy 

— 1 (/k- 

AI -n- P dp 


+[*'‘(47 + ')-<‘:+r)4=j (4- +r4-)- 
<^'+r) (ii- +.) (J= + r Jj) - .(45- + /’4f)- = »; 

)]-(^'+/’) 


(Cl) 

J'K 


rrff i 


1 [ A- 


L ' 

< dp , V 

' , jJ ^ 

^ JP J J 


^. + 4( /t + ,) iï- - . ( ü- + . )■ ] = 


Donc l’équation du fécond ordre 


£^1 
*~P 


{- /*,= O étant propofée ,, C on nomme 


--!/ le facteur propre à la rendre iatégrabie, on aura ~ a e r rfy + e a rf.r -f- e 3 rf/i i 

■P» 
St 


Sc il ne fe a plus qucHion que de trouver pour K toute autre valeur que 
qui fatisfaflTe en même temps aux deux équations 6 ’ 1 £c Cu 
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Si dans l’cquaiion C i on met A pour ^dx'-, a. pour K S: pour fi 

on aura l’equation de condition donnée par Fontaine , pa^es 41 &c 41 de fes 
Mémoires publies en 17^4- Il ajoute: Je /‘‘fpe'fi -juc a joit dounéy & qtiil ne 

foie point — ,/uns quoi il faudrait, par U moyen de C équation entre a & A, 

trouver une valeur Je a. Il cft clair que cela ne fuffiroit pis, St qu’il fauJroit 
encore que cette valeur de a fatisfit à une autre équation entie A bi a équi» 
valenfe à l’équation Ci. 

• (475 )• Nous remarquerons aurti que li dans les équations 


. dA ^ dA 

• = ^ = Ae=cr,-j-:A = e-i, 


é' K 


d' K 


é' K 


d y ' à X 

, , d K d K d K , . d' K 

on dégage -j— , — & qu ayant fait — j- — , , , , . — . , 

éx ay df)^ * 1 dxdy dydx* dydp dpdy 

d' K d' K d K d K d K 

dxdp ~ ~dfdlé > «S équations pour 77 » TJ » "ÏJ 

leurs valeurs, on aura les équations -4 & du ( n“. 463), 

OnC.,,''** t V • . , , . d^ K d' K 

wn rera -jj = — , &. apres avoir mis dans cette équation pour Tjr > JJây 
leurs valeurs i i , b x , il viendra 




4-(a-4-Q)(.-t-/?) 

h 


'•( 


j *+■ [(“-t- •+- 


dx>- dj' “* 


0 } J 


^(t-Qp- — ) _ d(a^Q) 


Maintenant lî l’on fait pour abréger 


d xi^ 


d%^ 




d J dx ^ • 

^ 

R 


dy- 


les équations A i , B i bi D i donneront 
Partie II, 


M m 
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—c — Q_p — 

+ A + f iC, 

Alnfi pour dcterminer A K, on aura les deux équations 

(l)dy — 2 ^/ 7 , 

(C— QP T^~f ) + + 

6 c l’intégrale première complète de la propofée fera 

AJy^dx (^c^Sa(^(^C- Q/r—y + y ^ dy + {h -h R)dx-^, 
ïpdp'^'^ =o, 

•a< étant égal à f 

Cela fuppofe que ( « + Q,)dy — — dx — X d p &c 
'A — Qp~~ -y dy {v R") d X -i- X P dp^ foient de* 

différentielles exaûes , &C qu’on ait par conféquent les quatre équations de condition 

(^O dlc ' 

, rff.H-O) àx 

(>■0 — iiy— + 77 = °’ 

<^ = ) 

— («•+•?) (*-+-^)=o* 

(^” 4 ) -^r^-P 77—^ + y;=o. 

On cherchera des valeurs de Q 6 c A qui fatisfaffent à ces équations, & le problème 
fera téfolu. 

11 pourra arriver que le dénominateur de la fraOion -y folt =c 0 J mai* en don- 
nant à l'équation £> i U forme fuivante 
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K 


et du calcul intégral; 




d X J ;f 

r V ^ r, I '/(-H- Q) / 

-f- — -jjJ J- H (^k-H/Î — • 

\ r C P ^ <<(«-v -Q) ~l 

dx J l J “ ’ 

on voit qu’alors r fera s=o,&c que par conféquent la fraûion — deviendra | ; voici 

C_Qp 


d 


d y 

dK j </(.h-Q) 


] 


comment on la déterminera. On fera • 


■+• — =5 Ÿ, 6c en fubili- 

tuant pour — fa valeur dans l’équation i , on trouvera 

£î: (iS^ZÎLZJll _ 

dy — ‘ V dy ^ dx £ = ®> 

c’efl-à-dire que ÿ ne doit point renfermer y. Après avoir fiit la même fubftitu-; 
tion dans l’équation 3 , on aura pour déterminer -V l’équation 

(«■) iT-»'— 

. * \ d * dy J ’ 

dont le fécond membre ne renferme pas d’^ , puifqu’étant dlITérentié par rapport 
à cette variable il etl = r ou =0. Enfin dans ce cas-ci l’intégrale première 
complète de la propofée fera 

C-" Q P ~ » 

A dy-\-dx (^c-\-fA ^ — ■¥■*) d y 


-^P 


>ip)) 


’>étantégaUe^^^“-^* 3 )^^-*-(- ' ~ ^ ~ ^ ; 6c il ne 

s’sgira plus que de trouver pour Q 6c éî des valeurs qui fatisfaffent aux quatre 
éqi.i.itions p = o, e= o ,' F ^ = O, P 4 = o. 

(476). A étant toujours un des faQeurs propres à rendre intégrable l’équa- 
tion dilTcrentielle d p -4- fx d x =xo , (i l’on fait A d p -dr A p. d x x d u,u=x 
fera une des deux intégrales p:cmières complètes de cette équation du fécond 
ordre 6c tout fiicleur qui fera renfermé dans la formule p: ( a) , ne pourra 
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conduire qu’à cette intér;rale première. Nommons A i un autre faveur propre 
à rendre intégr.ible la n-.êmc équation du lecond ordre, 6c qui ne foit pas 
compris dans la tormule p : ( « ) ; en (a. faut A idp Axudx = dty 
t z= b fera l'autre inté:;rale première ; Sc tout faileur qui fera compris dans 
la formule A x f ; ( t ), iic pourra donner que cette intégrale première. 
Mais étant une fonèiion quelconque de Jd ( u ) , / d 1"/ : ( t ) -, il eft 

clair que ^ A ^ : ( « ) -H i (Jp-i-fxdx) eft auflî 

une différentielle exa£ie, paifqu’clle eft égale à ~ d aç\{u) -^m'L^dtf: (r); 

donc A ^ ~£r' /"• ( ^ ) *^ formule générale qui ren- 

ferme tous les facfcurs précctlcns. Si on en trouvoit un qu’elle ne comprît point, 
il donneroit une intégrale première de la propofée qui ne coïncideroit point avec 
une des deux que nous venons de trouver , î>c au lieu de deux intégrales pre- 
mières complètes de notre équation du fécond ordre , on en auroit trois , ce 
qui ne peut être ; d’où je crois pouvoir conclure que 

A — — 1 " f' formule générale des fadeurs 

du “ ^ 

propres à rendre dp-^-fxdx une différentielle exade , & eft par conféquent 
l'expreftion la plus générale qui puilTe fatisfaire aux deux équations A tL B â\i 
(n°. 463). Ces propolitions feront éclaircies par les exemples fuivans. 

Soit d’abord l’équation du fécond ordre dp-^ / = O , dont un des 


fadeurs A eft égal à x Sc donne uss p x. De p x , on tire — = — & 


&c il eft clair que le fadeur n’étant pas compris dans laformulex^; (/>*),' 

on peut prendre log. x — A— = b pour l’autre intégrale première complète 
P * 

de la propofée. La première eft p x = x ; avec les deux on trouve pour inté- 
grale complète finie y = a log. x — b). De la même équation u =p x, 011 

tire aufîi dy => 6c = « log. x — fdu log. x } donc fx log. x 

Çdp-^ .LJJL.'^ =/>xlog. x — y 6 e ce nouveau fadeur x log. x qui n’eft 

compris ni dans x ^ : (p x), ni dans — ^ /• /v) ’ 

la formule plus générale x —— ç ; (u) -+■ fl ( * ) , 

* ^ du K û t 

OÎl 
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141 


OÙ u=px 6 cf=log. X— J- ; car en faifant •f=ut, en forte que 

St K, cettc'formule gé- 


p:(u)=l, /:(;)=,, = 

ncraîe deviendra X lo». X — 2 — j Z_ c= x loe. x. Voici un autre exemple 

... , P ^ P 

tiré de la geomettie. 

(477). On demande la courbe dont la propriété cft , que le myon de 
courbure à un point quclconr^ue foit un multiple de la droite tirée de ce point 
à l’origine des abfcilTes. Si l'on fuppofe que les co - ordonnées x (< y (oient 
perpendiculaires entr’elles , l’équation qui réfoudra le problème fera ( n“* 141 ) 

.py . Le fécond membre devient intégrable étant 


J * 

d I 


Jp 


1 d X 




iltiplié par x -1- p y 


X d X -4— J d ^ 


dx 


, ic fon intégrale eft n yf (x* -1-jy*) ; 


je mubiplic le premier par le même faéleur , &c j’ai à Intégrer la différentielle 
, Pour cela je fais y = p x -j- a, pour que du ■= — x d p, 

{«-HP’)" 

& que la différentielle précédente devienne " ^ quj j 


évidemment pour intégrale 


(«-Hp‘)" 

px — J 


VC-Hp‘) VC'-Hp*) 


Ainfï l'équation 


du premier ordre — , r — s=a^n ^ ( x« -4- ■y* ) eft une des in- 

V ('-Hp‘) 

tégrales 'premières complètes de la propofée , il s’agit maintenant de trouver 
l’autre. Je ferai _y = x^; & , à caufe de dyz=.pdx, j’aurai p dx = x d^-^'^dx , 

d’où je tirerai * ■ — -^ 2 . — . Cette valeur étant fubdituée dans la propo- 

X p — i 

fée, elle deviendra - 


( « -Hp‘) ' 


( P — î) V ( « -Hi’ ) 


C’eft pourquoi fi l’on fait encore j , d’où l’on tire 


P-î== — I 


^ ( « -H î’ ) = 


I — PI 

(i - 4 -î'’)</p- 4 -(i - 4 - P* ) . 


V[(«-Hp‘)(.-H{’*)] . 


(«-Pî')’ 

fi , dis-je , l’on fait ces fubfiitutions dans la dernière différentielle , on la trans* 
formera en celle - ci , 

dp n ( I -4- î” ) Pp -H " ( « -H P‘ ) d î’ 


(« H-P’)" 

l'artit II, 


t-VCt-Hl'*,) (i-Hp-.)> 


Nn 


Digitized by Google 


I4X Ducalcul 

qui n’eft autre qi:e 

t'-j-ny' ( I ;**) 


l' V( ‘ H-/*' ) 


Tt 


Jp 


uifferentikl 


n 


iVCn-p') 


-•y]' 


eil i'autro fa>ilcur cle.nAiklé, 


ic on verra cbirement que , i. v 

l -H » V ( • V ) 

auquel répond l’intégrale première complète 

r + r. — * 

7.*-+- F’ ^7 [l'H-nV (■ -I- .'•)Jv ( ■ l'‘) 

On en tirera \ en p ou p en r' ; &{, à caufe de — = ? = on aura 

* 

y X Ott mettra cette valeur de y dans l’intégrale première com- 
plète trouvée précédemment , ôc on aura ^ ^ ^ 


lî‘- 

- O { P n 


•"v'C i-t-î" }] vC' -i-;'*) ’ 


on aura auffi r =» ; — r- , > t iz • \ • 

Ainli X tt V feront donnés en fonflion de l’une de ces deux quantités ou pÿ 
fi le problème fera réfolu. Dans le ( n*. 40^ ) nous avons traité cette même 
équation d’une autre manière. 

( 47S ). B étant une fonflion de *, p , la ditTérentiellc JB 2 pour fac- 
teur l’unité , c’efl-à-dire qu’on peut prend yé = t ; cela pofé , on demande de 
trouver j 4 i. Il feroit important de pouvoir ré foudre ce problème généralement; 
car B = a peut repréfenter toute équation düTérenticlle du premier ordre ; Si 
en la regardant comme une des deux intégrales p-emières complète de l’équa- 
tion du fécond ordre JBb=o, s’il étoit podible de trouver l’autre au moyen 
du faéleur /é 1 , on aiirnit entre x , y , p deux équations, Si en éliminant p 
l’intégrale finie complète de l’équation du premier ordre B = a. 

Suppofons que la fonclion B ne renferme point y. Si que de plus elle foit 

telle qu’en failant p = r, elle devienne x^ Z , où Z efi une fonélion de r 

feulement. Nous aurons Z = — , ou, fuppofant x^ a , Z = r;i\ pour- 

' 

roit arriver que de cette dernière équation on ne pût pas tirer la valeur de { 
par les méthodes connues ; nous n’en dirons pas moins que q efi une fonélion 
de r que nous reprélenterons par E, Si nous aurons j = 2 , ^ = s x', = ïx"Jx. 


Mais . 


Si 


(4 




Jx 


tC 


>-+■ 
B f 


rd n—BHr 


i n 




* 


J y 

donc — = 
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ZdB ïdr 

” A -t- I 


«43 


A-K 

B. 


B ^ Br f 

Je mtttrji lUns le premier terme du fécond membre pour x 6c Z leurs valeurs 


B 


-- , 5 c il deviendra — tFjL - — ; 

A-l- I . 


4-1 


puis en intégrant toute l’équation , j’aurai 

} (' {X Jr X )• y à B P a Pd B _ P Tdr 


A 

B • B ^ 

d’où je tirerai facilement 

' " ~ ) y _ JB = 

- 1 

— - 4 - X 

B f‘ 


B <* 


r-^ 


/•y 


/ ïdr 

7 ^ 


« 


B '* 


6t que par confcquent dans ce cas -ci le faâeur demandé eft . 

—il — t- I 

B '• 

( 479). Au lieu de fuppofer que la fonûion B ne renferme point nous 
fup'polcrons qu’elle ne renferme point x , &: que de plus elle loit telle qu’en 

faifant p = y*" elle devienne Z , où Z eft une fonâion de [ feulement. 

Nous aurons Z = ; ou , fuppofant^^ = , Z r, 6c regardant 

_ y'* 

cette dernière équation comme réfolue, nous aurons ^=e, z étant une fonc- 
tion de €, P =i'L y' , dy e=y. y‘- i x , 6c d x ■= — . 


Mais 


( B X / B ^ 


'* dB 


I 

B'^dr 






1 

donc P B ^ dx = 


dB 


I — A 
BZr ^ 


Je mettrai dans le premier teime du fécond membre pour r &C 2 leurs valeurs 
— — & , 6c il deviendra ■ 


I — A 
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puis en intégrant toute l’équation , j’aurai 


a — I A — I 


\b — C- r. il ; 


B '• 


Xr 


d*où je tirerai facilemcnc 

> 

iJZi. ^ I >— 1 

fs ^ ^ ^f- 


donc dans le cas préfent le fafleur demandé eft iî ^ 

La différentielle dB ayant pour faéteur ■ *’^~(*~***)y premier cas 

-t- I 

B 

A — I ^ 

— *^***”~^y Tecoad , il eft clair que ' 

X P ^ (a — 1 ) * + ~ font faûeurs l’un de — ^ , 


B '* 


A — I 
I 

l’autre de S ^ d B , qui font aufli des différentielles exaéies. Ces deux 

fadeurs font fi remarquables par leur fiinplicité, que nous nous propoferons les 
deux problèmes fuivans. 

(480). 1°. Trouver toutes les différentielles exades du fécond ordre qui ont 
pour fadeur p x •+■ x y , x étant un nombre quelconque. Nous repréfenterons 
par dR CCS différentielles exades , &c nous aurons (px -i-A>) dB qui fera auflï 
une diifférentielle exade. 

Mais/{ P X-X~xy) d B = B{px-i~xy)~-fBd{px-^xy)-, 
donc fi />* - 4 - xy eft fadeur de dR, réciproquement B eft fadeur de 
d (^p X xy) = (a -f- I ')pdx-Jfxdp. En coiifidcrant cette dernière diffé- 
rentielle, je vois que fi je prends y/=t, & par conféquent u=px xy , 
je pourrai faire i =ar‘,d’où je tirerai i = p x‘‘ Alors fi je nomme N' 
une fondion quelconque àeJd(px-^-xy)p:{px-i-xy),fd- px'-*- 'f‘\px‘- 

d "ir d ir 

j’aurai 770:(«)-t-at' "Tp/: (f), où u=px-^xy 5 c t ==x p x , 

pour la formule qui renferme tous les fadeurs Ae d ( p x -\-xy") -, il eft clair que 
cette formule eft auffi celle de toutes les fondions de x , y , p dont les différen- 
tieüw premières auroient pour fadeur p x Xy. 
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1°. Trouver toutes les ilitTérentielles exaûcs du fécond ordre qui ont pour 
ftfteur A X + , A dtant un nombre quelconque. Dans ce cas - ci on aura 

C-+f ) li D qui fera une diderentielle exafle; &t , à caufe de 

on verra que B doit dire facteur de«/^Ax-4--^^=(A-+-i) ~ — — 

En confidérant cette dernière différentielle, je vois que <i je prends i , 6c 
par conféquent /< = A X -b- ~ , je pourrai faire Ax=y'-, d’oîi je tirerai 
/ = . Alors "f étant une fonélion quelconque de 




i + 


d* 


y'' 


j’aurai ♦ :(«) -t-J-* — ç:(f),oùat=Ax-»--^ 5 cr. ^ 

pour la formule qui renferme tous les fafteurs de ^ a x ^ ; il eft vifible 

que cette formule eft aufli celle de toutes les fondions Ae x , y , p dont les 
différentielles premières auroient pour fadeur a x •+• Je paffe aux équations 
différentielles des ordres fupérieurs. 

(481 ). L’équation du troiiième ordre Jq-^yidx = o, où /u eft fondion de 
X f y y = P , = 7 » étant propofée, on la multipliera par un fadeur A. 

fondion de x,y, p, Sc on aura la différentielle exade A dq -^-A fxd x 
qui deviendra (^A r A ul') d x ^ fi l’on fait =» r. On comparera celte diffé> 
rcntielle exade à celle-ci Cdxàvi n°. 141 , d’où l’on tirera 


N 


dy ’ 


d A 


d A 


d - A tt 

y ’ ^ P ' dp d q ' ' i q 

en mettant ces valeurs dans N — — dP d' Q — d> R x= o , cett# 

.. . f ^ f ^ f f \ ^ ^ ^ f 

équation deviendra r ^ 1 r p q — -f-r>^=:o; 

dans laquelle 

à A . d' A 


J- A, 


,R==A; 


d' .Af, 

l’ariu U. 


^ i' A d' A . 

ép dxdq P iyjq ^ àpdf * 

Oo 


no , 
■ on 
Jîà’b 
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d» Â fit d* • Â U d' • j4 ft d^ * À ft ^ 

^ ~d~y ** dx dp ^ ^ y P ^ d^ d X* d q 

d^ • Â fl à* '• A ft ^ _ d^ * A ft ^ • A ft * A ft 

d X dy d q d X d P d q *“ P d d ij ^ P ^ dydpd^'^^ d p* d ^ 

d' • .1 fl A . d^ A d^A A ’ 

^ d J d^ ““î J pi ^ } P 9 dy d p' ’^^P ^ dy* dp ^ dy^ ^ P 
d» A t ^ ^ . d} A A 

"~dy^ dx ^'^dydp~“^P^dy^ ^ ^ d x d p*" ™" P^dxdydp 

d* ^ dKd d^ A £ A 

3 ^ dxdy ^ ^ d x^ dp 3 P d X* d y d x^ ' 

Mai nteriant , coirmc ^ ic /x par l’hypothèfe ne doivent point renfermer r, cette 
transformée donnera nécefTaitement les deux équations e = o 6t p = o, puis 
il faudra trouver pour /rf une valeur qui fatisfalTe en même temps à ces deux 
équations. 

Cela fait, Adq-^ À ixdx fera une différentielle exafle que ie repréfenteraî 
par du,iA u=sa fera une des intéorales premières complètes de la propufëe. 
Nommons A x un autre faefeur qui fatisfaffe aux deux équations r $: p , fans être 
compris dans la formule A ç : ( u) , & faifons Axdq-i~Axfx dx — d t , 
e = 6 fera une des deux autres intégrales premières complètes de la propofée. 
Pour trouver la troilième , nous prendrons un facleur A } qui fatisfaffe aux 
mêmes équations de condition , fans être compris ni dans la formule A ^ : ( u") 
ni dans celle-ci /éi/;ff);&cen faifant A]dq-\-A-\iji.dx = ds, nous aurons 
s = c pour cette ttoifième intégrale p emière complète de la propofée. Mais *■ 
étant une fonûion quelconque de f d u f i{^u) , f d tfi (r) & f d s f : ^s) ^ 
cette quantité 

fera audi une diiFérenticlle exaêle, puifqu’elle efl égale i 
^ du f. (u)^^dt/:(t) -t- — ds F: ; s)-, 

d d d 

donc A f : {u) A i -jj- f : (i) -t- A -jj F : ( s ) e(l la formule géné- 
rale qui renferme tous les fitéfeurs propres h rendre dq -4- u d x une différentielle 
exaéle, &C eff par conféquent l’exprcffion la plut générale qui puiffe fatisfaire aux 
équations e St f. 

Si réquation étoit du ouatrième ordre , on trouvernit de la même manière , 
eu par les autres méthodes que nous avons indiquées , les équations de condition 
par lefquelles le faffeur eff donné; St par un raifounement fe'nh'aljle i Ce'ui que 
■ous venons de faire , on parvie ’d’oit facilemenr à trouve" 'a forme qénéraV de 
ce faêfeur. II en feroit de même des oriires fnpérleur; ; h grande 'lifficulté, c'td de 
pouvoir fatisfaire aux équations de condition qui font aux différences partielles; 
nous allons dans le chapitre fuivant traiter ce genre d’équations avec beaucoup 
d'étendue. 
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CHAPITRE IV. 

De lintégrati on des éq;u atio ns aux 

DIFFÉRENCES P ART J ELLES. 


(481''. J’ai tlonni dans !es ( n'**, 301 G futv. ) les principes fondamentaux 
du Calcul dont il va être quellion ; j’ai même intégré complètement ( n°. 308 ) 


l’équation linéaire du premier ordre M 


‘‘3 


N J± + < 2 = 0 , 

a X 


où M, N. P y Q font fondions des deux variables y ^ x. Maintenant , foit 
entre les mêmes variables , x Se la fonâion { de ces variables une équation 

non linéaire du même ordre — L x= K , où F renferment x , y ^ î* 

X 


A caufe de </r = -ii- dx JLL. d y , on tara d r— F d xas: — C dy; mais 
dx dy dy 

fl pour un moment on regarde y comme confiant , on aura la différentielle 

d[ F dx qu’on rendra exaéle en la multipliant par un faâeur ju qui pourra 

être fonélion des trois quantités x , ^ ; on fera ixdj>_ — fx F d x = dS , 

& il fera clair que S =t F : (y) eft l’intégrale complète de = f', quel 

que foit F. Soit la différentielle de 5 , en fiifant varier x, y & { , égale k 
fx d { — ft F d X -t- Q dy ; on trouvera Q par la méthode du f n* api ) , il 
doi' être pris de la même manière que S ; c’eft-i-dire que fî S eft pris de ma- 
nière qu’il s’évanouiffe lorfque x — a & ç = c, Q devra s’évanouir dan^ la 
même bypotbèfe. Mais cette différentielle de S eft aufli égale à dy F : (^) ; 

donc d;=x F dx-^ 2 dy , & par conféquent f ? . 

f. r ^ dy ^ 

Ces propofitions feront éc'aircies par les exemples fuivans. 


(48)). On propofe d’intégrer l’équation _ _ 2 _. On cherchera d’a- 
bord le f.icleur propre à rendre intégrable la diffe'rentielle d ^ ^ 

y eft rega'dé comme confiant. Mais cette différentielle n’eft autre que 

• C~ - ' - f dx — -if i_ i 5c il eft clair que d x'— L. _ X£l_ 

*— tV 3 3 J 3 3 


a pour faêleur t y, donc le faéleur demandé eft —— 
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_ î — 

■ - * ■ ^ J X ; d’où l’on tire 


_i — t 

S = t ^ {y X -i- , ti t ^ x + i) = F : (y) pour l’inté- 

rf ’ -> 

grale complète de La valeur totale de^ eft e (>'-1 -aH"0"1"^» 

_L _ 1 

ou bien < (^' + *"(”î) — * fi die doit dire prife 

de manière qu’elle s’èvanouifie lorfque x ci= m èc ^ = c; or 
_î ( 

^ ifS J’ i t . * î , î’^ 5 /■ ‘ <“ c* N . 

C ‘"*T/ J v~‘ Q»+7-H-7T-+-p-;. 

donc Q t’évanouira aufli lorfqu’on fera x = a Sc ix=c. 

Je prendrai pour fécond exemple l’équation , Il cft clair que 

lefaQeurde </{— — t- jt, où eft regardé comme confiant, tft — — r j 


donc <f 5 


_ 


t </ * / 

X — -r 1 ; &£ on a par conféqucnt pour l’intégrale corn-. 


plète demandée cette équation A tang. -ZS — ü. s= f : (y). 

Si la valeur de S doit s’évanouir lorfque x = a &c î = c, elle eft 


c J 


“J 


A tang. — i— i- A tanç. 

</ S r X c a 

OI Q T- H-/ • 

donc cette quantité s’évanouira aulli lorfqu’on fera x =z < &C ^ =a c. 

Si on eut propofé l’équation on auroit cherché le faéleur dé 

d'y , en regardant x comme conftant ; de cette manière on feroit 
, parvenu à une différentidle exafte , dont l’intégrale égalée i une fonûion ar- 
bitraire de X, auroit été l’intégrale complète demandée. 

(484). De l’équation di=s -éjL. dx-\- —S^dy, on tire 

dx a J 




_ ^ ér. 

dx~ 


cette transformation peut être de quelqu’ufage dans l’intégration des équations aux 
dutércnces partielles , nous en allons donner pluûours exemples. 

S» 
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Si on propofe celle - ci = i ; en faifant =;» , «n en tirer» 

_ i , Sc par la transformation précédente , ç = — f — a'j ^ 

Cette expre.Tion f.roit abfurde , fi le co - efficient de <//> fous le figne intégral 
n’é.oit fonction de p feul ; en conféquence on fera * •— ^ = F' : {p) » 

pour q\ie J" Ç » — Jp = f • ( P) i ^ l’intégrale complète demandée 

fera donnée par les deux équations» = yj- t(é’)»î=^ -+pF ! if)r 

Pour avoir une des htégrales particulières, on fera Ft{p) = ap J~ * ^ 

on aura F':(p) =u -t- Ces valeurs étant fubftituées dans les deux équation» 

précédentes, elles deviendront »=« t~ *^*^*^" ' tiret* 

»= — ;_î ~ ^ ; &c par conféquent t = i V'CC* — '«)(/ 

1 (j -H *) J -♦- * ^ _ 

qui efi l’intégrale particulière demandée. Celle-ci j/ ) 1 qu on auroit 

trouvée en failênt F {p) =0, eft évidemment renfermie dans la précédente. 

( 4S5 ). Cette autre équation (-^^)* -+- ( )* = * "« P** P'“* 

difficile à intégrer ; car on en tirera — V (t )*®^ P*’’ tiotre 

transformation, ^ = ;>*'- 4 -y 

En prenant F' : (p) pour la fonûion de ;> 4 laquelle le co-efficient île J p doit 

être égal , on aura l’i itégrale complète donnée par les deux équations 


-J'(‘ -Tr'-iny'- 


rj 




-+-pF':(p)-F-.(,p). 


On en trouve, a men fimplement une intégrale particulière en faifant F;{p) = o.; 

alors X ■= T\ 

V' C ' -f ) 

^ l = V ( 


. r :=s: ; d’où l’on tirera p 

'• ) I , 


■y'- )• 

<1 1 — 


( 4i<6 ). s it 5t - = ? ; la formule général deviendri 

^ -= P X -4-.7V f{x dp ^ y dq), Ccl i pofé , une équation entre p , q 
& il le t e-, de'.ii y.'.riables x o<. y, x pir_exemple , étant propofée , on chercKiia 
» e I 1 ■ lélinn .le /> , ^ ; &C avant intégré x dp par rapport 4 p feulement , li 
l’i ' e.'i F, celle de la citférentielle xdp -^y d .j qui néceffairemem 

ex.vtc , ne pourra être que de U foetne F -t- F : (ç). O.i aura donc 

1 et Mil. P P 
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*<ip-hydq=tly J q F' : (y), d’où l’on tirera , en reprâenlant par 
X d P -q- S dq la différentielle de F prife en faifant varier p q,y = S -i-f: {q ) ^ 
& par conféquent p x-i-S q -i- q f :(}) — F’: (j) — F ; on voit que 
S eft comme F urje fonâion donnée iep&cq. 

Si 1 on propofoit q = P x -4- n , où i’ 6c n ne font fonctions que de la feule 
variable p ; on * en tlreroit x = J , & par conféquent 

~Y f -- p’’ - » Donc l’intégrale demandée feroit 

donnée par les deux équations 

On peut réfoudre ce problème d’une autre manière ; car de 
'd{=pdx-^(Px-i-n) dy , on ÛK [=xp x ^f{P x dy -\-n dy — xdp); 
en £)Hânt enfuitc P * -f- n = a, d’où l’on tire x = “ ” , on a 


l~-P*~t~ ~ maintenant 

•P*' “ 8c J' tt Çdy — doivent être fonâions de f-F •• “ 

que fl l’on fait ) ‘=f: doit 

avoir » ou P x n :=»/' : 

Donc de cette manière l’intégrale complète fera donnée par les deux équation* 

■ -f + 

< -=/-=^ - V" + f /■ <- > 

il ne fera pas inutile de comparer ces deux réfultats en apparence fi différent.' 


On tire du ptemitry-^J^^ *=P; (f), 6c réciproquement ÿs/* :Çy j 

Puifque F':{q) — y—J'J^ U^Mcdqxxd(y~~ :(^y—J' ; 


•n aura. 

= .(j. -/i)/' : (^-/-ÿ.) . fc 

(y -/4 )r(.^ -j^') {? -jH-y 
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En mettant pour q , F: (q) il F : (q) leurs valeurs dans 

î*= H- fJL^^^qF':{q)—F:(q), 

on trouvera 

, = Q>-f^) +f. {y-f^y 

(487) . Si l'équation propofée étoit telle qu’on eût { égal i une fonâion donnée 
de /> <k y ; de l'équation d^ss p dx -f- qdy, on tireroit </jr = -li- — rd x , 

en faifant pour abréger ~r; puis jy= -L — rar H- •+- ar </ r^. 

Ayant intégré , où j n’eft fonflion que de 4 &c r, par rapport i q feule» 

î 

ment , (i l'intégrale eft F, celle de Lî^ -t- xdr, qui néceffairement eA une dif- 

î 

fércntielle exa£ie, ne pourra être que de la forme (r). On aura donc 

ijLl X dr =x d F —H d r f (r); d’où l’on tirera, en repréfentant par 

l^ + SdrU dilTérentielle de f'prife en faifant varier q &: r, J -f- f': (r), 
i 

& par conféquent y = — " 4 " F — rS r F' : F : (r). 

1 

Soit a P q = aq' r; i\ faudra d’abord intégrer ardq en regardant q feol 
comme variable , &c on aura F = a r q , S a q. Donc dans ce cas • ci 

x~^q-hF’:(r),yc=aq rF' : (r) F: (r). 

Mais on peut conclure de la première de ces équations 

r=f:{x — aq),dr =: {dx adq)f-.(x aj); 

donc, h caufe de dr F' :{ r) = (*— aq) {dx — a dq) : ( *,— " ? 

d’où l’on tire F : { r) = {x — aq) f i (* — aq) •— f:{x — aq) , 

F:{r)^rF’ : (r) = — /: (ar ay); 

On aura auAi y xb aqf i {x — a q) — f\ {x — x q) , 1 = a qx f { x — aq). 

On peut parvenir bien Amplement à ce dernier réfultat , car de dy = 

î “ î 

on tire y f f — -+• que ne peut être fonc- 

q J \ 1 aq J q 

tion que de — q JL, Il fuit deU qu’on peut fuppofer ^ = 44*/' :(*■— ay), 

ce qui donne jy = aj/ ; (ar — aj ) — /: (a — aq). 

(488) . L’équation q -= F x H- Î 7 , où F tu U font fonâions Ae pii y, étant 
propofée; on fera ufage de la formule ^ b p^x -f- f {qdy^^m xdpy 


I5« Du eALCUL DIFFÉRENTIEL 

qui devient alors i = p x f {K x dy -t- U d y — x dp). On fupporen 
x(^Kdy — dp) -^Udy =» dr ; (x. p. dtant le faôeur de Fdy - — dp , 

Cl p.ydy — p.dp=sdS,on aundr— ~ dS“ -4- Udy. Ayant mis dansX^ pour p 

fa valeur en jy & J, fi l’intégrale de Udy, prife par rapport i y feul , eft T; 

on aura e = r-4-/':(<S),& par conféquent JL es -£Z_ ■4- : f 5' ). 

Ainfi l’intégrale demandée fera donnée par les deux équations 

x= p.^^^-^pF':{S),i=r-^PP ^ - 4 -/’:( 5 )+^/>F':( 5 ). 

U F étant des fondions de ^ &c ar , lî on eut propofé p y y U, 

on auroit fait ufage de la formule X.~ 1 y f{p d x — yd<j)(\\x\ feroit 

devenue [ =î J' ~C~ f i,F y d x -h- U dx y d f ) -, Sc ayant fait 

y y d X — dq ) H- Udx=.dt,p^ydx pd q ~ dS , 

on auroit trouvé dr = J— dS Udx , (a pzr conféquent »•= T-t- f; (.î),’ 

où T feroit l’intégrale de Udx, prife en ne faifant varier que ar , après avoir 
mis dans U pour q fa valeur en x Sc S. L’intégrale complète auroit été donnée 
par les diux éqaaliuns 

On pourra propofer y = y x U , V 6t U étant des fonélions de p 
6t q. Alors on fera ufage de la formule i=.px -\~qy —f{xdp -^ydq) 
qui deviendra :j = px -+-^(f'x -4- U) — J x dp y x dq -4- U d q). 
Soit X d p - 4 - y d q ) - 4 - U d q = d t 6c P d p - 4 - p F d q = d S f 
on aura d r = — d S Udq & r = T -4- F: (^S), T étant l’intégrale de 

Udq prife en ne faifant varier que q après avoir mis dans V potir p fa valeur 
en 5 6c q. D.ns ce cas-ci l’intégrale complète fera donnée par les deux équatious 

X — p -J- -i- pF' ; {S) , 

^^p(p-i^qy) —T-i-qU—F:^S). 

(4R9). Je fuppofe qu'on ait P = Q , P &£ j 2 et*nt deux fondions, l’une 
■de /> ôt X, l’autre tk q &L y. Pour rél'oudre cerie équation, nous introdtnrons 
une nouvelle indéterminée u que nous fuppoferous égale i chacune des fonctions 
F & Q; nous aurons de cette manière deux ét|uations defquelles nous pourrons 
tirer p en X 6c a , 6: ^ en y 6c «. Mais = /> r/x -f- ç</ y ; fi n lUs intégrons 
les diférentielles pdx Sc qdy (dont la première ne renferme que x 6c u , 6c 
l’autre que y 6c u ) , en regardant u comme confiant , que nous nommions les 
intégrales trouvées A ôc 5 , 6c que nous fafiions enfuite d R — pdx -p yda , 
dS =s qd^ -\-Udu i nous aurons d[ dit -4- dS — i F ^ U ) du , 

cxptellion 


» 
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expreflion qui fe'iût (î -4- J7 n’éloit fonâion de u feul. Le pro- 

1>iCmc fe a donc rél'.'lu par les deux équations 

F I/=-f : {u) ic i — R -1- S 

Nous prendrons pour exemple l’équ.uion a*/>q= qui devient 

* " ** J» ' 

— 1- = a , sss U ; d ou nou$ tirerons 
y * P 


U y* 


= -i — . Nous ferons 
y “F 

*• uy' *' c — 

P ■ ~~ “ . ■ 9 ^ -a- ■ ' * ’ f ^ ~ ' ■ à * "■"* 

^ û ' a 3** 

y—± 3 _ — = y' ■ 

ùu ya*u* * 4 M 5 éi* * 

& nous aurons pour réfoucire le problème les deux équations 

y—~=^ia‘F:(u), î — .îj }a‘/-; («)^. 

f 490). Nous avons démontré (n®. joi) que M &c f! étant fortâions de' deux 
vaiiablesj', x, il ou fuppofoit ftMJx — fxN dS , l’intégraie complète 

de l’é niation At -+■ N = o feroit j = /’: (5I. Mais ^=F : (5) feroit 

encore l’intéjrale complète de cette équation, quand bien même A/ Sc A?, outre 
les deux variib.es do it nous venons de parler , renfermeroient aufll la fonâion { 
de ceS variables ; c'eil -i-dire que pour intégrer réqualioii dans ce cai-là , il fuffi- 
roit de chercher le fadeur propre à re> die Atdx — Sdy une différentielle 
cxacle , en tiailant { comme une quantité . coiiDanic. En elFet , i caufe de 

4 { Aiix — Ndy 

éx ■ JT ■ 

Soit (i le fadeur de Af ifar N dy lorfque { eft regardé comme conftant , foit 

aufli n M d X — /aiV.f^srs:fA,on aura d^ = Mais S renferme x ,y 

6; { , Si la di/feremielle dS que nous venons de trouver n’a été prife qu'en fâifant 
Vaticr X 61 y ; il mrique donc idS un terme Kd^ pour qu’elle foit la difîïren- 
ticIL lie A pnfe en failànt varier Jr,^ & On ajoutera de part & d’autre de 

,, , K di d[ Kd[ dj dS-y- XJf , 

1 équation preceJenie — . & on aura d^-^-— — = — . —a,-’’» 

ou dr -i- — - • — //-■ = • -A-, , dS étant ici la différentielle complète de S, 

X a * a 0 / a X U M ' , r 


J J *î J c. J N dr 

X dy -J à X dy Max’ X 


dy 


li fera facile de titer dc-!à d^ = -r — 


dS 


lAi - 




, Si que par conféquent ^ n* 


a ç 

peut être fonûion que de S, Je prendrai pour exemple * { jy 


cil 


O. 


l artie II. 


Qq 
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Alors S <fga!i-ra ^ , 6c ^ = F : ( 3 »* I x ) fera l’int^|rale conv^ 

plète <lc la propofée. 

( 491 ). Jii(<|u’ici nous n’avons fuppofé qne deux variaf'es \ & x; fi la fonc- 
tion I en dvvoit re fermer trois , jc , u ; 5 c qu’on proposât d’intégrer complète- 
ment Téquation A^7^-+-Af^-»-F77=o; alors â caufe de 

J y -4- "2“ du, on auroit, en éliminant fucceflivement 

J Z d T m ^ K • 

'^ 7 y ’ ^ TT équations 

s/l = 77 ( r/y ) + 4 f C''" — "J" ’ 

‘'î = 77 ( ~ 0“ “ ’ 

^1= 77 (''>--?- ‘^“3 -+- TT (‘^*- 4 - 

N P , 

\ 1*. Si les fraâions & -jjj- ne renferment, l’une que x ti y, l’autre que 

N P 

« 6e ^ ; on cherchera les faéieurs de iéx — dy tu du jjj- dy. 

Soient fiil fd ces faâeurs ,/ndx — dy =.dS , fdda ■ 

JS' 


^Jy = dS’i 

Jj JS 

1“ 

variables S Si S'. Donc j = F; I S, A' ) eft dans ce premier cas l’intégrale 
complète de la propofée. Si , par exemple , on avoir à intégrer 


on aura dz = — -+- -7^ , 6c r fera néceffairementTonélion des feule* 

s J X fâ à U fi ^ X 


rxY 




Q_y 




-H A A- = O , 


oh les quanrités F , X , Y font chacune fonûion d’une d<’s variables u , *, y i 
6c où celles-ci Q , A font fonâions l'une do x , ^ , 1’; utre de u, y ; \\ s'agiroit 

de re^d e exafle ^x — — ^vi' ' avoir n , fd , S 6c S', 

6 c l’intégrale complète demandée feroit j = /■; ■ S , .S'). En effer , en fuppofint 
d I =: : yl d S -i- ü d s' J f ' : (S , y ) , où A Sl B font des fonftions de .S 6c. S' 

.. dJ JB 

telles que —y = -j-j- , on aura 

■J 7 - (-r ^ ^ -îi' =■< ^ 7 . 



I T DW 


,, . is JS 

Mais 


CA.LCUL lHTiOR.it: 

^ Q _dS^ / * d S' 

TT * dy ~ 


MS 


yy 


à U 


= M*; 


s'), 4 î ^^Mr(s,s'), 


à X 

donc -~ 

«y 

J. 

— B fi' F' i (^S , S')-, valeurs qui itant fubftituies dans la propose, la 
rendront identique. 

1°. Si les fraûions ne renferment, l’une que x tc y , l’autre que 

« MP' 

U S: X ; on cherchera les faSeurs de Jy — -]ÿ- dx, du jy- dx. 

Si on nomme /ai & /a' i ces fifieurs, 6c qu’enfuite on falTe 

/••P 


. it i M • , 

fil dy — — ~ — dxi 


dS] 


i l du- 


dx=x,dS'l, 


^ — ....J, /a.-- fj 

®n aura pour l’intégrale complète demandée , j = /" : ( 5 i , 5' i ). 

Je prendrai pour exemple l’équation Q F -4- FXY -j-j -f- Jî î' =0, 

ou Q, i', AT, Y lignifient les mêmes chofes que dans l’exemple précédent, Sc 
•ù /f eft une fimâion de u 6t *. Pour réfoudre ce problème , je chercherai 
QJv, Rdx 

-■ ^p - , d U ~p~x ’ ^ ayant trouvé de cette manière 


les faâturs de dy • 


S i fi S' i j’aurai pour l’intégrale complèTe de la propofée ^ = F: (5 i , S' t 
ce qu’on pourra facilement vérifier 

3 ®. Si les fraâioiis -p- 6t ne renferment , l’une que v 5c h; l’autre que 
ar 6c K, on cherchera les faâeurs de dy — -p- du^ dx — -p- du. * 
Ayant nommé /a i 6c /a' i ces faûeurs , fi l’on fait enfuite 

fi 1 dy ^ du = dSi, fi \ dx — — du = dS' n 

on aura pour l’intégrale complète demandée { — f:{Si, S' i), Ainfi pour 
intégrer Q X -+- B. Y ~+- F X Y s= o , où A', X, Y lignifient tou- 
jours les mêmes chofes , 6t où les quantités Q 6c Jî font fondions , l’une de 
y , Uy l’autre rie x , « ; or cherchera 'e< f.ifleiirs de dy xT ' 

6c lorft|u’on aura miivV de cette manière i’ 1 St .s’ i, on fera { = F: (S i,S' 

6c on au.a i’ii.tég'a'e complète demandée. 


( 49 » I. Soient “^^-3=/», ‘^L=o. JLL = 

' au ax 


P , —y =s q ; on demande' l’intégrale 
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coirplète de /i /> j = i . On tire de cette équation n.=x — î — y St , à caufe ‘ de 

PI 

d [ — n du-^ P d X'^qdy, on a =s -i- p d x q dy , fcc par. 

conféquent . 

{ = — -h P* -^9 J' — fÇx d p-^y d q — JL£1 

Cette transformation nous apprend que Çx d p Çy — d q 

doit être la différentielle exafle d’une fonftion de fcc ÿ.. Nommons S cette 
fonclion; fcc nous auront 

. I ^ c <f S U JS 

r=y>x4-jj-H — —S,x J — — — ,y — — ^ _ , 

t- r P 1 <^P , PI àq 

11 fuit de tout cela que fi nous prenons une fonûion quelconque S de fcc f > 
nous auront pour rel'ouJre le problème les trois équations 

* = — . — r-+-T-“î = \r P 1- q — —S. 

P q dp P q dq P q dp ^ d q 

Si nous voulions une des intégrales particulières de celte équation n p q— i,' 

d S "■ *' 


nous tirerions 
) 


nous ferions , par exemple, S = conilante , pour que — =s o , — — = o * 

dp à tf 

fcc nous aurions d’abord les deux équations />* j = -î_ , ^‘ = -î- , defquelles 

' / S 9 

ions />> q^ = j P 9 = ( J » ^ couféquent 

^3 X ^3 y 

y/ ( ■^~^,9=V ï = 3 V ("xy)-C; 

cette valeur de { fatisfait évidemment à la prnpofée. II n'eff pas moins clair 

que fi l’on prend ^ = 3 ) (x 4-é) _ C, qui tfi U le 

valeur de { un peu plus générale que la précédente , on doit aulfi latufatre i 
la même équ.ition. 

11 y a d’autres intégrales particulières de la même équation n p q = i , aux- 
quelles nous nous arrêterons à caufa de leur fimpüeité ce font celles q.i’on 

trouve en prenant S = i c 1 / p q. En effet , à caufe de , 

‘ dp ■d p 

.i-— — J-V-C- , on a alors les trois équations 
d i d 9 


p î 


‘^9 y _ _JL_ 

'dp F-r 


(dp , _ 1 » 

Vf*'' P 9 


Or en multipliant les deux pramièies l’une par l’autre, il vient 
7r,T-+ 7, -^77 + ‘ » ““é'V - — P9y/P9^ 


^ *’ 


d’oîi 
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*/ • 

d’où l’on tire pq^ pq^- ^P‘t==V ( -Ç^ v^y- )• 

Donc {=3 V^.vy''*];îc comme on peut pemniter les trois va- 

ruLles ciitr'eilcs , il eft vifible qu’on a aulfi ces deux autres intc^raic paitlculièrct 

î==3 \ [*(ci-±y/ l'y) ]■, î — 3 v/[j' ( ± v' 

C’eft à-peu-près ail. li qu'Fider réfoiit ces prr'h èmes clans le troilième volume 
de Ton Calcul imé“'al ; ’e re fuivrai pas plus loin U iiiétli<>cle tir ce g'ancl géo* 
mètre ; celle dont )e vais me l’trvir cft tirée d’un mémoire cjue j’ai lu à l’aca- 
démie des fcieuccs dans le cou. au t de 1771. 

( 493 ). J’imagine entre jy , * & une fonélion de ces \ariaWes que je nomme 
T, l’équation ( Æ ) -f- i' : ^ ^ O qui renferme une fonction arbitraire. Je 

diffërenlie cette équation deux fois , l’ùue par rapport à _y , l’autre par rapport 
à a V ce qui me donne 


</(/>) 


F: (-) = o. 


J X 


r:(«)=o; 


“J ' ^7 

avec ces deux équations j’élimine F : («) , St il me vient — r = 

à y ex 

où j’ai fait pour abréger ^ nous fuppofons 

d(fl)=_lilL ^,4. JS'H. t/î, nous aurons 

é X dy «î 

X /?) __ d( ff) d ( g ) rf( g) d(g) d( g) ix 

dy ^ 


éj dj 

&c l’équation précédente deviendra 

ÜA). dl. T Js. ^ «■( J) ^ d(/?) ^ 

d J d{dx~^Jj dx 

Nous allons faire ufage de cette transformée pour intégrer complètement l’é- 
quation M dl fd d-L. .4. O, dans laquelle Af , N font fonélioni 

dy ox 

^ fonélion de xr,_y . 

Il faudra mnltiplier cette équation par un fafleur ■* ; puis il faudra la com- 
parer à la transformée , ce qui don era 

d(«J . df/n ... dfBJ " df^à 

’ rf{ ’ dy dx 


d X 






dx * 


F'*. 


On tirera des deux premières équations AJr-3- = o; la troilième deviendra 

fl) d( «3 /' dt ÆJ . 

— - — s- — r — i — a y, — — i le problîine fera réduit a trouver 

d y d X M d[ 

pour H &c ( 0 ) des valeurs qui faiisfalTent aux deux équations 

4^ -f- J'-- U. O, Af di^ -t- AT dSlL - y.jdJl ^ O. . 

dy dx ’ dy ’ dx aj 

Parût II, R r 


M 


i)? Du CALCUL DIFFêTtFNTÏSÎ, 

Po'ir flitlifHÎ'e à l.i preni'tcrï , on |)reii<!'a « = ,Ç , ^ cMit Tint Jg-ale Ho U 
dirt'ércatieile Aii/jr — f> 'Jj imiitipliée o :r jn fadeur propre à b rendre CKade. 

Mais d (C) = — — îL( dy-+- en mettant dans 

u x a y ^ 

cette <fquaîion pour ^ fa va'eur — ~ ^ ^ ^ on s'iura 

d y Ai d V 


Ai 


d(5)=4p- 


M d X N d y 


M 


d(_^) 

dx U U 


■t(B) 


(<^î 


‘'î 

f'<fy \ 

M )’ 


(^î 


V iy 
M 


) 


On regardera S comme conftanf, ce epû réduira l’équation précédente à celle-ci 

ne fera plus quedion , pour trou- 
ver { B ) , que de chercher le fadeur de la différentielle {-H / ( dans 

Ai 

laquelle on mettra auparavant pour x là valeur en y & S tirée de 
J\ /A. M d X fi N d y ) = S) en regardant S comme conllant. Si la diffé- 

rentielle exade qu’on trouvera de cette manière tft dT, T = F : (i) fera 

l’intégrale complète de M -+-*V -4- F:x= o, M , ^ étant des fbnc- 

d y d X 

tlons quelconques de re , ^ & f' une fondion quelconque de ir , ^ 

On aiiroit pu mettre dans l’équation 


d(2o=44 


dx. 


pour 


»!(/?) 
d X 


fi valeur — 


Af d { « ) 

A dy 


d(f?) 


d î 


</ît 


qui auroit donné 


y d ( 

“ ~7^ ’ 




dy 


d ( A) 

dy )aN 


d(B) 




6c tout fe réduit à transformer la différentielle d ^ • 


Vd K 

A 


en mettant pour 


y la valeur en* SiS ,!n à chercher enfuite le fadeur propre i la rendre exade 
en regardant S comme conllant. Si de cette manière on eût trouvé pour différentielle 
exade ift, on aumit pris 6 =» f; (5') pour l’intégrale complète de la propofée. 
11 ne fera pas inutile d’éclaircir ce que nous venons de dire par quelques exemples.. 


(494). 


Si y 


Q , P ic Q étant des fondions quelconques 

0_ 

AI X ■ M 


àe X &c y S U s’agira^ de rendre exade 1a différentielle </{-+• { dy •+■ dy , 
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P O 

OU celle - ci J —JT î 'Z A -f- X. Je fiip|>ofe çu’ayant mis pour x 

fa valeur en j &C 5 , la premüre tlevienne r/jH- { d\ -f- , qui 

f~'^y 

a poi r ftfleur r-' '' ; ou qu’ayant mis pour^y fa valeur en .v & S, la 

fécondé devienne <f j -J- { d x y d x , qui a pour fadeur 

/ ' /* ) P' /P* 

lN) ‘‘* A, T f f -iPr^y <?' J y 

% ^ * . Alors on aura T = •+*/«*' ^ ^ 

&c pour intégrale complète 

i = (J) -£■ •• 


W)“"’ 


comme nous l’avons trouvé ( n°. 30S). 

1®. Soit propofé d’intégier les équations 

Y II. ^ X h. ~ Z UX IlL ~>f- Y h. =iZ, 

iy ax ày àx 

OÙ les quantités X , Y ha Z font chacune fondion d’une des variables A,_y, f. 
Pour la première , il faudra rendre exades les deux dilTérenticlIes 

Y d X — X dy Si<f{ — ^ y^ - » l’une a pour fadeur—*— & l’autre 

On trouvera de cette manière S = ~~ J ~Y~ " 

& pour l’intégrale comolèie demandée 

/-ÿ— _/4). 

Mais pour intégrer X — L -f. Y — ~ = Z , il fera plas fimple de chercher 

dy d X 

>S &C 6 en rendant exades les deux différentielles Xdx — Ydy &c ^ * . ^ 

dont l’une a pour fadeur l’unité & l’autre ; on trouvera de cette manière 
pour l’intégrale complète demandée (Il-_j I*.. =. Fi(fXdx —fYdy). 
3®. S\ M ix. N étant des fondions homogèhes de * & de même dimen- 


/■ - 


I 


ifa Du CAtCUT PTfrÉRFNTIEl 

fion < , Sc Z une f >nction fie { llu' . on f it dinî 1^ prop >li.’e r= Z ; il 
f^u'1'3 prendre y — u x , pour av'iir n/ - i' U , S = x‘ </ , où U ii-lf ne 
renrerir.eiit de variable» que u. O.i tirera de à 

M dx — Ndy = x' ( [[/ U L.'']dx î/ xdu), 

qui a pour faclcur — — ' Ve- . Donc d = — - — ; 

^ ^ x’^‘ { a — « 6 ") • * U — uü' 


Z U d X - 4 — * rf tt ) 

ITi/ 


X d U ^ i»*i 1 I U i X X d ü /• 

-, OU I intégrale ue — Tera 


& , a caufe d ^ = d ^ -+- 

on f 

ptife par rapport à u après aviMr.inii pour xfx d x leurs valeurs en «, S,dutn.dS. 
Sount, par exemple, Al = jr-, iV = xy j on aura 

C = X,l/=l,U' = X,UdSr= h. _ , 

d’où l’on tirera e' = x yi' ( i — u*). On mettra pour x &L d x leurs valeur! 

dans , Si on aura la diflërentielîee ^^udS^Ci — 

X ’ V v'I»— " )Z 

dont l’imégrale , prife en ne faifant varier que te , fera t ^ aJ fin. u. Ainû 
.dans ce cas particulier, on aura pour intégrale complète 

'Jk 


f- 


Z vc»‘-.r )" 


^ fin. JL = /• : ( *1 — yt 


M y 

IsOrfque U — uU' =xO, on a -y * e'cqui donne M t=e -^.y» N — Par,' 
P étant une fonélion quelconque de x & jy. 

Alors Md» — Ndy = P(yd» x dy) , difTérentielIe qui desnent exa£le 

étant divifée par Pj»,&cona 5 = Il ne refte plus qu’i intégrer , 

après avoir mis dans P pour x fa valeur^.?. Si , par exemple, la propofée étolt 
X y -+- x> Z = O , on auroit P = x it == -- ^yr , dont Tinté» 

graie, prife en ne Êiifant varier que_y, feroit ~jy~ =• — 

On auroit donc pour l'intégrale complète demandée f‘~Z 

4®, Je propoferai pour dernier exemple d'intégrer l’équation 


^Ty + 'TT 


Vf**-»-/*) 


4>ù M=xy, N~s &c == II eft clair que 5 = i 


il 
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, , y^y 

il ne s’agit donc plus que de chercher le Uaeur de ^ -4- ^ 

regardant S comme confiant. Or ce faâeur eft ^ ^ y j » on aura donc 
T f' _i_ /’ — l£i — _ ^ ( -f. r. ) ^ (5‘ -t- T*) ; 

& ✓(*’ -f-yî*)+ ("7^ l’intégrale complète 

demandée. De l'autre manière , on auroit eu à chercher le f, ûeur de 

Jr ^ . y__£f_ gn mettant pour v fa valeur feroit 

^ ^ y') ar^’n’ ' ■> 

xdx - • J .r 

devenu -h • —5^' ^ 

VC*‘-»-y*î’) , VC**-*-^*) . 

i=V = — ~~y •" y 

e’eft-i-dirc que de cette autre manière on auroit trouvé un réfultat ahfolument 
conforme au piécédcnt. 

(495 ). Si ( fl ) -+- F: (•) =0 eft l’intéçrale première complète d’une 
équation du fécond ordre, ) renfermera néc.fiairement x,y, j 6c les diffé- 
rences partielles que nous nommerons « , C'. Alors è caufe de 

d(fl) . d(fl) . . d(») , . , lÇ£)vr»'- 

nous aurons 

df.'îWr . d( 

dj éy' </«' dydx * 

•f'j- . t. . 

d et d y d X d i' d x' ’ 

, . rf(fl) , , 

en mettant ces valeurs dans l’equation ~ ^ y — '' — Tx~ ~“®» “ chan- 

gerons en celle-ci, 

dfflWr ^ dCfl) d(fl)N rf’i d(fl) d’t . d(fl) 

'•“77-; 7777 dV dx‘-^ di 

J± Il -Lil _ , _ O. 

d y { d X d y d x 

Nous allons faire ufage de cette transformée pour trouver tous les cas oh les 
équations linéaires du fécond ordre peuvent avoir une intégrale de lorilre immé- 
diaicmcii' i iférieur. 

l'arm II. S s 


d(fl) 

i(.j) , 11^ il 

ly ~ 

dy d[ ày 

-/(fl) 

d(fl) d(fl)ét 

dx — 

dx ' d n dx 
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On peut repréfcntet toutes les équations linéaires du fécond ordre par cdle-ci , 

dans laquelle B, C, fi', C', A' 6t fi" font des fonQior.s de x. Je 
multiplie cette équation par urrfaâeur ^ , 6c je la compare snluitc à la transfor- 
mée précédente , ce qui me donne d’abord 


a m ' 


.!(«) 






■'(fi) ^ 

■ r = S' C ; 

U • 


d’où je tire = Ÿ ^ =•¥ r fi ) , 6: que r eft donné par 

l’équation du fécond degré y/r'-l-fir-f- C — o. Ayant r, il fera bien facile 
de trouver a au moyen de l’équation r ■— = o , en fuppofant toute- 

fois qu’on connoiflTe le f.iûeur propre à rendre r A y d x ui’.e différentielle 
exaéle ; car fi l’on nomme ir ce faéleur, 6c que l’on faHe ar d y a dx =^d b , 

on ftit que et — b fatisfait à l’équation — r = O. 

— ^ — — r eft une fonâion du premier ordre ; je lui donne la forme 

fuivance , a. i ■— H- C i •— -f- ç i j -4- AT i , 6c je fuppofe 
^ ^ -4- ec I = "i' fi' , — r -■ 4 ^ f t "F fC'j f I = "F A’, A I 3= — •¥ fT\ 

Il fuit de-là que — — = ■* 5'— a i , 6t qu’on a de plus les trois équations 

Ÿ ( fi' r C' ) = a t r H- C I , 'i' y = * I , Af I -4- 'F Jf'~= o. 

Je ferai pour abréger y4r-4-fi = fi(i),fi'r--f-C'=C''(i), 

i A éA : - dy d-* •• , ,, 

iy dx dy dx ' dy dx r » 

fi le faûeur -v ne doit être fonélion que des feules variables ^ 6c xr , 

* xi -4- fi ( I ) J fera la fomme de tous . les termes de ( fi ) qui 

rer.fermeroiit des différences partielles du premier ordre , 6c on aura 
al = j^'fc-4-'F^,Clc=fi(l)’F-4-'Ffi(i). 

Donc ((B' — A ) — A daijs la même hypothefe , fera le terme 'de 

(D ) qui renfermera { ; 6c après avoir fait pour abréger fi' — A = b' Çi ) , oa 


* 
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aura ÿ I 5=V zi' i) — ) -V — A 'V , ou 

çi =>Zi'(i)'i'-i-5'(3)Ÿ •— A 'V t ex\ fairaiit er.cors pour abréger 


Z>' ( 1 ) — A — lï { 3 ). Nous avons trouvé plus haut ^ i = -ir y j nous 
aurons donc l'crjuation 

(i) (y — — B'(i)-i'+A'’i' = o. 

Celle-ci C' ( I ) = <t I r-+- C I , après avoir mis peur « i C i leurs valeurs , 
& avoir Lit pour abréger 

C' (I) _ Jr-Zi(0 = C' (i), ^r+5Ci) = S(i), 

devient (i) C'(i)'!' — £ (i)-* = o. Voilà denc deux équations 

I 6c 1 , tionr l’une fervira à trouver le faZreur s-- , 6c l'autre fera l’équation de 


condition qui devra avoir lieu pour que la propofée ait une initgtale de l'ordre 
iinniédiaieni^nt inferieur. 

Soit ’i' == A’ ; à caufe de 4' = — r , on a 4' = /"A' r/ v , A' étant 

’ dy dx ' a w > 

ce que devient K après avoir mis pour x fa valeur en v 6c i tirée de l'équation 
f (a r dy a d x') = t. De même , 4- étant égale à — r , on a 

4' = / dyf K' dy. En mettant ces valeurs de 4' , 4' , 4- dans les équations i & 
1 , elles deviennent 

(y— B {i))fdy/K'dy - B' ( 3)/A' dy + AK'^o, 

C xfdy f.K' dy — IS'(i) J K' dy = o. 

Or fi je fais — — =s a i , — — - = é I , - y = a i , 6c que 

je nomme a i , i' i , d i, ce que deviennent a l , é i , a i , lorfqu'on a mis 
pour X fa valeur en & é , j’aurai les équations 

f J ^ y ’ fKdy-\rh'iK' = Oyf dyfK'dy — o' î/" K'dy=.o^ 

qui étant differentiées par rapport à y , donneront 


! 

> 
et. ‘ 

Le 

1 

' , d y i 

a J 

V <^y 

+ 

II 

O 


X K' =3 0. 


■ _üll 



r- r T ** ' ^ 

, t' I 

/» “ ^ m 

< . d a i 

“ ‘ » da'l 

— * rfa'i •=“ *> 

‘ dy 

> - y- 
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celles ci deviendront 

fk'Jy — a'^ K'->-ri = 0, fK'dy a" 1 K’ = o , 

ic donneront, en dilFérenti.ini par rapport à V , 

w 

<*> (' — 

Donc K' fera donné par l’une de ces deux équations entre K' , v ijc. h , qu’on 
peut rciîariier comme étant aux dilféreiices oréin.iircs; car puiftiu’il n’eft quellion 
que de latisratre aux équations de condition , on doit p>>uvoir y fuppofer k 
confiant. 

11 ne nous refie plus qu'A déterminer le 'erme ie ( B ) qui n’efl fondion que 

de ar,_y,‘ noinmons-lc A'; &, à caufe de X i = — iVp 

nous aurons AT = — f*‘lV d y, en faifant attention qu’avant d’intégrer par 
rapport à jr, il faudra mettre dans •* IV pour x fa valeur en y f< A tirée de 
l'équation /( a r dy -+• a d x ) -=. b. Ainfi l’intégrale première complète fera 

-P - A’^,[^fi{b)=f*Wdy. 

(496). Nous avons intégré ( n“. 311) l’équation du fécond ordre 

~î~^ ’ ^ HOU* la prenons pour exemple , nous trouverons 

./f==i,ff = o,C'Œ — c'&les autres co - efficiens nuis ; nous aurons pour 

déterminer r, l’équation du fécond degré r‘ c» = o, qui donnera r = + c, 

6c par conféquent è = H- e_y -J- ». De plus, A caufe de B ( 1 1 =» - 1 - c , 

B ( 1 ) = ± X f , & de 6* ( I ) , S' ( 1 ) , B* ( 3 ) , C {r) qui font nuis , les 

équations i &t x fe réduiront à celles-ci, si'=o, ♦sso , auxquelles nous 
’fatisferons en prenant Sr = 1 ; nous trouverons enfuite ces deux intégrales pre- 
mières complètes ( car les deux valeurs de r ont également lieu } 

■+■ c -I- r:(»- 4 -cy)ïi=o,& 

ay dm 

^ ^f:^x-cy)=.o, 

defquelles nous tirerons 

X -iL ^ F : {x -{-ty) -t-f : {x — f_y)t=o, 

x£ -1- F : (x-b~cy) f : ( * — ejf)=o, 

a X 

&c par conféquent 

X£</î = — («dj'-Hd») rtCat-hc — Ictfj — dx)f'.{x — cy); 

qui 
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qui donne ividemment ie{=— F : {x c y') — fi{x — ‘y) t ou , 
ce qui revient au mfnie, puifque les fondions déngndes par F SiL / doivent £tre 
arbitraires, {=/■; (x — cy). 

Si je prends pour fécond exemple l’équation 

J-L —h^Jl± . JL _iL . 2. » O : 

iy* J*'’ ^ M Jy ^ m' J* * 


j’aurai ^=«i,5i=o,Cs=s — h'-. B' as JL ^ C=a , f'= O , W'’* 


o; 


&C pour déterminer r l’équation du fécond degré r' — A* a o , qui donnera 
r = A our = — A. En nifant ulàge de la première valeur de r, je trouverai 

■A = Ajt^-,;puis5(.) = A,a< = O,B(l) = 0 ,C'(l)=î^,J'(l)=A , 


ê’ (i)=^,£'(3)=4,C'li). 


iA> 


Les équations i 6c i deviendront — •* —-!L 


,^(i)=»A. 


-3- "t'es O — Ÿ = a.' 


Je ferai S' = K , d’où ÿ = fK' dy ; en mettant dans la fécondé équation 
pour X fa valeur i —hy , je la changerai en celle-ci , A fK'dy-^ (A — hy) K'=s o , 

é K* 

de laquelle je tirerai, en ne &ifant varier que>, ihK'— (A •— A — — » O ,• 


fit K' 




- . Donc Ÿ = 


; comme cette va* 


*(*_*y) “ hx 

kur de -ir fatisfait aulü à la première équation de condition, U s’enfuit qua 
la propofée a pour intégrale première complète 

-è-Axf;(A^-f-*)=! 0 . 

Celle > ci étant intégrée donnera 

l = —fhdy{hy^S) F: {x hy-^-S) {S); 

S étant égal à x — hy ; c’eft pourquoi , (i au lieu de la différentielle 

j’écris hdy {hy-k-s) p* : (xhy-t-S) ^ 
dont l’intégrale , prife en ne fâifanr varier que y , eft 

p':{jhy^S)^i,:lxhy^S); 

j’aurai^i= — : i p': (x -+-Aj) 4 - i p; (x + hy) 4 - /: (x — hy) 

qui eft la valeur complète de { dans l’équation 


A* JÎLL . ± 

•Wx‘ TT X 


h. 

dy 


dt 


dy'- -ex» X rfjr ■ X* ex 

Si j’euffe pris r ss ~ A , j’aurai uouvé t » * hy ; pub £ ( 1 ) cae A ÿ 
Pmit II, T t 
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C (O = O, W =o, B (i) <= O, B' (i) (1) 

' B'(3) = -L, C = 

k * * • 

Les équations i 5c i feroient devenues-^ _ i' -f- 4' = o , ÿ = O ; mai» 

♦ sr: O (Ion ne'»' = 4 qui ne Tatisfait point à l’autre équation de condition; donc, 5cc,' 
Soitpropofé pour tro fième exemple, d’intégrer l’équation 

7 «• a » t ! £L _i. ^ ^ =a O. 

rf«‘ jt rfy J' rf* *y 

On fera^ = 1,5=0, 6'= — B' =^, C =-j-» 

6t , i caufe de r* == o , on aura our= ^,our = 

y» y y ^ 

E5 faifant ufage de la valeur pofitive de r , on trouvera b = x y ; puis 

a_0,S(i) = -L,B(,) ^,C'(.)-o,S'(.)- ^ , 

i' ( o= c ))= -7 ^ 

fcc pour équations de condition ^ 'P — ÿ- 4- "P = o , — -p — 'P = o.' 

Si l’on fait -i- = /C , on aura * r= f K' dy , il f K' dy — y K' = o, qui 
donne évidemment K' = b , 5c pax cotiféquent t = by = ar_y‘. Cette valeu* 
de Ÿ fatisfait à l’autre équation de condition ; donc 


* y 


1 4^-»- y "TT 


‘‘y 


eft l'intégrale première complète de la propofée. 

(, 397 ). Le quatrième exemple fera d’intégrer l’équation 
«f' î _i_ , , ^ î i_ C 




rf*‘ 


Alors on aura a/ —y' , B = ixy, C=*»,fl' = o,C' = o, V=o, W-=a o', 
fcc r fera donné par l’équation r* -J- 1 jr_y r -q- v» = (y r-|- -«r )•= o , 
d’où l’on tirera r= , puis b= JL. De plus A i y , B {\) — xy ^ 

i((i)=ijr,C'(i1=o,B’ (i)=— iy, B'(i)r=— i, 5’(3) = — 4v; 
fcc , i caufe de t ' (i ) = o , 5 ( i) = o , il n’y a qu’une feule équation de 
condition , favoir , l 'P -+- 4 y ♦ -4- y-t = o. On fera + = X , pour avoir 
^ f K' dy ,•*=■/ dy/K' dy ; ces valeurs étant ful-flitu 'es dans l’équation 

précéderre, il en réfu’tera celle-ci , 1 f-^yf X' d y -r- 4 a JK' dy 4 - yi A' = O , 
qui, lotfqu’on aura fait difparoltre les lignes d’intégration, deviendra 


IX A' + S y 


rf A' 
rfy 


•y' 


rf- A* 

rfy‘ 


= O. 
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On fait tju’on fatisfera à l’équation précédente, en prenant K' =7', 8c A fera 
donné par l’équation du fecontl det^ré A* -t— 7 A «t- 11 = 0; doù 1 on tirera 
A = — ^ ou A = 3. En fe fervant de la première valeur, on trouvera 

♦ = i & pour intégrale première complète 


dy 


+ « 4 f (ÿ)=«- 


L’autre valeur de A donnera T = — qui eft aulTi un des fafteurs de lapropofée ; 
û l’on en fait ufage , on trouvera cette autre intégrale première 




O. 


Avec les deux intëgtales trouvées, on chafTera^ on aura 

i = — <5 jf:(y),ou mlcuxî=/: ÇJL'^ y F : (ÿ) > 

<jui eft la valeur complète de 3 , telle qu’on l’auroit trouvée, fi on eut intégré 
1 une ou l’autre des deux intégrales premières. 


Je propoferai pour dernier exemple d’intégrer l’équation 

JLL 4. ,> ili. +Ay JL 4-*r ‘'f 

dxdv dm^ '^dr 


f 

/* -t-ixj 


4 -i{= fK 


dy‘ ^ dxdy dx‘ ^ dy dx 

On fera Az=zy^, B = a xy , C= ar* , B' = h y yC = k x, y = î ; 

& , i caufe 8e ( .>' r ar ) • o , on aura r = — — yi— puis 

Àz=%yyB{ i)=xyy i(i) = zar, C'(i) = o,fl'(i)=:(A— l)_y, 
B' (i)= h — i y B' {j)=z(k — 4)y yC B {%) =0. 

Il ne reflera qu’une feule équation de condition qui fera 

( i — t— (A — 4 )y ^ -k-y' T = O. 

Je ferai t z=r K , d’où r= f K' J y , T — f’Jy f K' dy ; 

& par ces fubftitutions je changerai l’équation précédente en celle-ci,’ 

(1 A -t- 1 ) fdyfK'dy (A — 4) y f dy- 4 -y' K' = o, 

qui y lorfqu’on aura fait difparoître les figres d’intégration , deviendra 




d K' .y d' K' 

~dT ^ ^ ’ 


ù laquelle on doit* fatisfaire en prenant A'' “ y*, En effet , A (e trouve être 
déterminé par l’équation du fécond degré i — 3A-i-tl — (A — 7) A -t- A' =ro , 


qui donne A = 


A — 


- iVU* — i)»— 4'],ouA = 


A — - 
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en faifant pour abréger y/ [ ( * •)* — 4i] = »'; donc 

* — > , 

: 1 y J 

(4 — ^ 


iry ' *,v: 


4 — S ^ « 

On aura pour intégrale complète 
4 — 1 r 


^ - 4 - » 

‘^dy dE 


(* t±«'H 4 t±i‘) 

4 

_ i' — _ i* A — I . î* 

J ‘ ^ ' ffVy ‘ 

à laquelle je puis donner cette forme plus (impie 

fc î' 

/■! 


-'r 

■•fc-l- I 


dx 

V 


dx 4 k—iz^d 

;; l-*-y 




A — J . 


y * • ffVy * * Jy. 

J'ai donc,! caufe de l’ambiguité du (igné, eei deux intégrales première* 


dy dx 


— I 


a 


I -*-y 


« f 


■(f)= . 


y 




— A- 4-1 




Ht)= 


— A ^ I 


JL 

a f/ry « 




qui , en éliminant y -Ji- x me donnent 
^ ’ dy dx 


'i-^y * (j' * /= (t) — 

-A-v-, iza__L il N 

» • » dy — y % f?Vy * * ^yy 


Mais en intégrant l'équation 


dy 

— A 


-Il 

dx 


h — 1 :p »' 


a 

4 1 


1 I 

* • 


— A -H I 

i-^y » 

■ * <y. 


'F: 


Cf)= 


on 
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ET DU CALCUL INTiCRALÎ 
— A-vi ^ 

on trouv.{=:jr » ~ a J 

±- ■ ., *_Hl± J1 ^ 

lrJ±-Ü- ^±L. 

^epIuî,/y-*-‘ '‘dyfif'y » » ‘iy—~,(y'^‘f^Jy î * 

-t-‘ V 

*— 3 - Z- 

dy—fWy » ■*■ Wj,); 

— A -4* I i' 

donç/'î=^ 1 ^'y~ * f‘(J^±y~^ » 

-Z. izU±Z- ±Z_ irrJ-Z. 

y~*~ ifWy » » » fjyy » "^ » dy~^. 

A caufe de l’ambigultd du figne, on tirera deli deux valeurs de ^ qui (iront 
comme on le verra aifément, identiquement U inimecliofe, & coïncideront avec 
celle qu’on a trouvée ua peu plus haut. S’il arrivoit que i fût une quantité 
imaginaire, on fe ferviroit des fubOitulions dont noais avons parlé dans beaucoup 
d’endroits de cet ouvrage , 5 c fur-tout dans les (n°’. 17^ & fuiv.). Il pourroit 
au(Ti arriver que /' fût = O , alors l’intégrale première deviendroit 

— A - 4 - I — i •+• i ‘i — î 

» » /fFy » dy, 

6 i donnerok 

— A 1 A— 3 A — I 

(=y •» Ç^/-;Ç^'^—yF:(^y^-^y//yy » dy-JWy » dy^: 

( 498 ). En général , foit (S)-J-F:(«) -z=:o une équation aux différences 

partielles, de l’ordre n i , entre deux variables 7- 5 l ar , quL renferme une 

fonâion arbitraire ; pour trouver l’équation de l’ordre n dont elle eft l’intégrale 

première complète, on mettra dans Téquation ^ — r == o , ou 

T z= -Ll. • ÉJL pour 6c - leurs valeurs qu’on trouvera de la 

dy ' dx ay dx ^ 

manière fuivante. On nommera ^ la fonftion de , ar que (Zf) renferjne avec 
fes différences partielles ; on fera 

't. .ZZZ_L=e'. 

t — e. 

dy •" ’ ~dy—>ds * dx—l ’ ” 

Fartû II. V y 




L 
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& on aura 

») ils. . J(») . 

à/ i.' 1<." dy'~'dx * • 

. df/?) d‘r . , . d(ff) dr dC»"» 

-+--7r"T7 + "Ï7“> 

•^(g) _ d(g^ . l(g_) d' î . 

éx , dm' iiy"~'dx d J dy’ — 'ix‘ 

^ dr' d X" ^ ^ dj dx ^ ix ' 

Ces fubniuitions faites , il viendra l’équation. 


(J) an £-L^('an_, ojn's 

dm' dy- a.' dm' J dy"-'77 

. ^d(B) d(«)-^ d-j d(B) d-f d(B)d— 

a»' '■ *,' J dydx'-' ~ im- dV^ -♦* d.' dj-’-* , 

/d(B) d(B■)^ d--'t . d(«) d — . 

V.“'d;» “ d.* J dy- — 'dm~*’ '■ df' dV — • ■+* 

d(B) dr d(B^ df dCB) d(S) 

d[ d y ^ dj dx d y ~ ^ d X ® ’ 

3 ui a pour tntéçrale première complète ( 3 ) ~t- F; (u) = 0 . h vaii faire ufiiçe' 
e Cette transformée pour trouver les cas où. l’équation linéaire d'un ordre 
quelconque 

.d i_ _i_ a ^ ^ ■ r' ^ ^ I 

^ dy' dy — 'dx ^ ^ 7} ‘dx* 

•* dydx- — ' dx- 

d’ — ' T ~ d" — • r 

~d,— ‘ ^ dJ'-'L’ *♦• * * ' 

J» — •- a^*“^** 

•+-‘î'7777^ + ^'77-^ 

Tp— ~ 

d’ — *f „ d" — •{ 

dydx’ — » dx" — ‘ 


ii-_,_ 7 '(._./ il- 

’ éy é » 

dans laquelle les co-cfîicicns des différences parlie’les a"flî Men que 1' V 
font des foaétions quelconques de y è< a" , nonr rouvrr. dis-je, le cas o.i Ccltt 
équation a une intégrale de l'oicife iimnédiatctncnt inferieur. 
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Si on multiplie la propofée par un faâeur ÿ , &c qu’après cela ou la «ompare à 
iVquation /i , on aura premièrement 



d(B> 

d,‘ 


4 ,’ 


' Ÿ .S, — r =. Ÿ ^ ? 


iToù l’on tirera 
d ( fl) 

= r -i-B r* — ‘ . . . 

fit r fera donné par l'équation du degré n , 
■<dr'' -4- /îr" — > -+- , V . . . 


-»-*S)V 




Pour trouver », on cherchera le fafieur a propre à rendre r</y-4-if* une 
dlITerenticlIe exaéle , & fi l’on a a r </_y -^tdx = db^ on trouvera » s é. 
Il fe préfente ici une remarque alTcz importante , c’eft que la propofée étant 
Knéaire ou non, pourvu que les eo-efficiens des plus hautes dilférences partielles 
ne fuient f tnQions que de * 6c _y ,’o’n aura’ tou’jours une fonélion de cet variablct 
feulement pour l'arbitraire qui encrera dans l’intégrale complète. 

( 499 ). Secondement ^ — r étant une fonéUon de l’otdre - 1 ^ 

je lui donne la forme fuivante 


4 '—' 


4y'~'' 4y’—‘dx 

4‘ — 't 

• 1 6cc. -4- » n-i-Xi, 




a I 


4x'~l 


4,’ O , -77T- 

d(fl) 


dm 


-4- C I a=i Ÿ C 


<•(") O, à(Ii) 

~jy. = r -t-r I = Ÿ r ; 

..r- ,^c- 

— T*' - dw”' id" "T»* — ^*a, 

d(fl) 


â <"* 


-4-,a = Ÿr'; 


d ( fl) d f fli 

; 1- « n — l = tf r - - -4-Cn — l;=sŸri"— •)'; 


d{ . —j- 

• f i =. 'fr y. A' »=—-'> /^'.v . . . 
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d’oîi ie tire évidemment 

= ir - c. 

^ f I B' r" — * ^ C r* — ““ • 

•r 

Ci r-— » — — f ‘1 

-1^=ÿC' — ^^ = ■ 9 {C ' ; . • 

J 4 t 

-t- 5 ') — «2r“ — ' — . 

St les n équations que voici , 

S'(S'r" — ’-f-C'r" ‘H- . 

«ir* — '-J-Clr" — . 

Ÿ (C’/-» — ‘-f- . 

<t 1 r* — * - 4 - C 1 r" > -+- . 


— » 1 » 


d{fl) 


= — Il 


: ; . : T ' ) = 

-4- r « ; 

+ 7 '')=;: 

4 - P *■ » 


(5<” — ‘i'r-4-r^* — ‘^) = */i— it’ + Cn — I, 

Ÿ I. 

« 

Je fais pour abréger 
aé r -4- 5 = fi ( I ) , 

+ Br+C=.C{i); .. . 

&c, 

JÎ'r- 4 -C'= <:'(«), 

B' r*" - 4 " r ^ 4 * — — D ( l ) j 


&c. 

C*r-4-2?^ = D'(i), 
t''r= 4 -D'r- 4 -£=:£’(i); 
&c. &c. ; / 


Jm 


iy 


il - r-ll 

» ’ <(y << * 


ril == 

i y d * 

(500). Cela pofé , fi le faaeur 'p ne doit être fonSion que des feules variables 

J &t ar , on a ■ ' 

Ÿ(^«' 4 -fi(i)c'- 4 -. ; - 4 -^( 0 ')» 

' pour 
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pour 11 fomme de tous les termes de (£) qui renferment des différences partielles 
de l’ordre n i ; donc 

Ci=^ (0'î"+-5(i)'î'..;,., I csii(i)^4.5(i)'Pî 

&c par conféquenc 

[(B' — J ) ^ (i)— Jlr^h (^r^- 

i?(l))'f']C'H- — 1 

— / 5 (i))'P — — /■• — )-*. 1 ' 

H- /{ ( I )) ’F] P» 

eft la Tomme de tous les termes de f 2?) qui renferment les différences partielles dé 
1 ordre n — i. En continuant toujours de même , on trouvera , après avoir fiùC 
pour abréger , 

C{i) = C(x); 

&ic. 

>r-t-2î(a) = 5(5), 

(a)r^.C(i) = C(3); 

6cc. 

-4- if (3) r+ C (, )= C(4) , &c; 

&c. 

B'-Â=.B'{x); 

C'(i) _^V_ZT (,) = C' (i) 

/yci) — — (,)r- 6’(i) = zy(i) 

Stc. 

C'-.Â'(i) = C«' (a), 

£'(t)-i'(a)r‘— 

&c. 

ZT' — C"(i) = Z)'"(i), 

£'»(,) 

(i)r‘ - i"(i)=r'(x),8cc: 

&(C. 

PartM II. X E 
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(B'(i) — À) r -Jr C il) — B [i)z=C' {]), 

( S' (i) — -+- (6'( i) — B (x))f ^-Zy (z) — t‘,i) = 2y(3), 

&c, 

B'(})- ^=rrB'(4), 

(B' (î)-..V)r-»-C'(3)-B(3)=C' ( 4 ), 

(B-(j)_^V.-,.C'(3)-B(,);rH--D'(j)- C(3)=P'(4).&e- 

&CC. 


C"(i) - B'(3)=C''(3), 

(C"(i)- — C'{3) = -D'(3), 

( C" (1) - B' (3) ) (i)" (i) — C' (j)) r + £ " (Z) - ^ (3) = £" ( 3 ) , 

&CC. 

C"( 3 )-fi'( 4 ) = C"( 4 ), 

(C''( 3 )-B'( 4 ))r-+-/>"( 3 )-Ç'( 4 )=- 0 '( 4 ), 

(C" (3)- B' (4)) >■* -t-( /y' (3) - C' (4) ) r H* £'' ( 3 ) — -iy (4) = -E" (4) , 5 cc. 
ôcc. 

Zy"(i)-C"(3) = D"'(3), 

( /y"/ 1 ) _ C" ( 3 ) ) r -h E" ( 1 ) _ à" ( 3 ) = £'" ( 3 ) , 

( D" (x) - 1'" (3)) r‘ (£"' (x) -iÿ' (3)) r-^f" (x) — £"(3) = £"'( 3 ). 
ficc. 


xy"(3 )_C"( 4) = £y"(4), 

( zy»( 3 ) - C" (4))r-V- ( 3 ) ~ ^" ( 4)= (4) , 

( Z)'" ( 3 ) - t'" ( 4 )) + ( £'" ( 3 )- £>" U)} >■ 4- F‘" ^3 ) - £" ( 4 ) = ■f'"'(4), &c. 


&c. 

&c. t 00 trouvera ^ diî-]Cj <3^^ Tomme des termes de ( B) cjui renferment ^ 
6c fes difféiences partulles , cil égale à 








H- . . . . 4. 5 -4- (5* ( 4^-^ 'j') ^V-4-(C'(i)'l'- 


B(x)Ÿ) 


</■ — > t 

4y‘—idx 


4.....4-(J'Cx)'ï'— B(x)i) 
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{C ( 1) Ÿ- 5 ' (3) 'i' 4- - 1 -^ + {D> (I)’P- c (5) '^-4- 5 (3) ^ ) 

+ Q( 3 )'Ï') 

(/?'' (i)'P — C'(3)4'-4-ZI'(4)'Ï' — -h(E"' (1) 'Ÿ 

i>'C 3 )'î'-+- C' ( 4 )’^' — 5 ( 4 ) 4 -) -jp— - 4 - h(i'"(i)'F 

5' ( î) ^4- Q' (4)4- - P (4)4-) 4^ .... -H (5<— — 

Qc-i>'(3)>P4. ±S'(/2_ 4- 

( J(- — O' (i) 'K — JH- — ty ( 3 ) 4 -^ 4 - c'(« - 1 )¥"“’ 4: 

O-iP ') -^4-(5(" — o'(i)'ir_/î(.— o'(j) 4 ^_ qp 

On — 1 (On — I 

(«) ’l' )î. 

Quant au ttrme_de (5) qui n’eft fonâion que de ar, nommons-Ie X; &, 

à caufe de — r-^^—c=Xiz=z — 'P 3 f^,nousauronsAf=— 

en faifant attention qu’avant d’intëgrer par rapport à jy, il faudra mettre dans /f’’ 
pour * fa valeur en 6 c i tirée de i’équation f{ar dy 4 - a. d k = b, 

Mo* ). Nous avons trouvé plus haut « i , C i , &c. ; par un procédé fem- 

blable on parviendra à connoître «i,Ci pi;&en fubflituant ces 

valeurs dans les n équations dont U étoit queilion il n’y a qu’un moment . 
on auia 

r (i)'p — j('i )4 = o, 

r (i) 4 '— A'(3) 44-«(3) 4 - = o, 

r» ( a) >p_ j» ( 3 ) 4 _q , p_ 


rc" — •/ ( i')'!'— i (• — i/ (3)44-5<* — 0'(4)4— 

' f.'ji— a (.)m— I 

±C'(n)4' —O, 

J ) •44-5«*— >'(4)4 

, (On — I (.) n 

4-5(n4-i)'p- A 'Ÿ = 0 : 

une de ces éqiia'ions fervira à déienriner le faéleur 'P, &t les n — 1 ref- 
tantïs ferotit Us équations de coiulmon qui devront avoir beu en même temps , 

I 
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tj 6 Du CALCUL BIFFiRENTIEL 


pour que la propofée ait une intégrale de l’ordre immcdiatEment inférieur.* 


M n Mn_i 

^Si je fais 'I' zmK, j’aurai '?■ z^fK'Jy ( À' étant ce que devient IC 

(.) n — » " 

lorfqu’on met pour x fa valeur en y 6t i) = fJy fK’dy, icc.; par- 

la je réduirai la dernièie des équations précédentes, qui ell celle de l’ordie le 
plus élevé , à une équation linéaire de cette forme , 


* A'-t-C 


WA* 

Jj* 



OU K, C, Scc. feront fonéiions de y fi 6, Sc que je traiterai comme étant aux diffé- 
rences ordinaires , puifque pour fatisfaire à cette équation je puis regarder i comme 
condant. Je transformerai les autres équatirms «le la même manière ; 6c il fera 
clair que le problème de trouver l’ihtég'-ale première complète d’une équation 
linéaire aux différences partielles , pourra toujours fe réduire à fatisfaire k une 
équation linéaire aux diifétences ordinaires, qui ne fera jamais d’un ordre plus 
élevé- que la propofée. Cela fait, cette intégrale première complète léta 

Je ne détaillerai pas tous les cas où il eft polTible de trouver plufteurs de 
ces intégrales premières , comme par exemple lorftjue l’équation du degré n 
qui renferme r a des racines Inégales qui fatisfont aux conditions. En voici 
encore un dont je ne parlerai que pour rappeller ce que nous avons démontre 
dans les n“’. 175 & fuivuns. Dans ce cas on n’a qu’une feule valeur de r, &c 
toutes les 'équations de conditions font nulles d’elles-mêmes , excepté la dernière 
qui eft.de l’ordre n, AIois (i on parvenoit à intégrer complérement cette der- 
nière équation, on auroit , en faifant fucceflivement dans l'intégrale trouvée 
toutes les confiantes arbitraires moins une égales ù zéro-, n valeurs de 4 ' qui 
donneroientl n intégrales premières complètes de la propofée. Nous allons fore 
ufage des formules précédentes , pour intégrer quelques équations particulières’ 
qui ont déjà été réfolues de différentes manières. ^ - 

(501). Euler, dans le troiftème volume de foq Calcul intégral, ne s’occupe 
guèie, au ■ delà du fécond ordre, qüé'des équations qu’il appelle bomogèiies , 
& qu’on peut toutes tepréfenter par 


'"J 


Wy" 


' W X 


* 




... -4- * 


£Li 

J x" 


= jr, 


dans laquelle a , b ..... i font confians , &t ^ une fonflion quelconque de x J 
y. On trouvera premièrement que dans cet exemple r eft une quantité conftante 

donnée par i’éc[uatton r" a r" — ‘ -f- b r” — *-f- -J-r = o , 

6C que par çonféqueiu b ^=^ry * 4 - xi Secondement , que les n équations de 


(•) « 

condition fe réduifent à celles - ci , 4 ' 0,4' =r o 4 ' = o ; or comme 

4 ' — I , fatisfeit'à toutes, on peut fuppofer le faélcur égal à 1. Donc, quelles 

que foieiu les confiantes a, b i 6c la fonclion /V, on, aura pour l’in- 

tégralf 


et ou calcul 

t^grale première complète de U propofée 


INTiCRAL. 


•TT 


iy" ' ‘ i y" d X 

( r* • «t» fl r" — * -4- è r ’ — • - 4 - 


77--=-^ -4- (r- -4- 4r-4- è ) + 

^•-’L 


,A) -f î 


^ = f 

il ne faudra paj oublier qu’avant d’intégrer IV d y par rapport à on doit 
mettre tians If' pour jr fa valeur é — r y. 

Il eft clair que (i toutes les racines de l'équation qui renferme r étoiegl iné*, 
gales , on auroit n intégrales premières complètes , & par conféquent la valeur 
complète de Suppofons , pour en donner un exemple que la propofée foit 

i!t.^fl_JÎLi- =o; 

Jy' iy'-ix dyi*' </*> 

nous aurons , en nommant r i , r i , r 3 les racines de l’équatioa 
ri- 4 -flr* > 4 -ér- 4 -c = o, qui par l’hypothèfe font inégales, nous aurons, dis* 
je , ces trois intégrales premières 


^ -|-(ri-4.fl)^-^ + (r‘i + flrl-4-0-^ 

d’où nous tirerons, en éliminant -^ 5 - • 

dy'- 


-4-F: (rijy -+. x) = o; 
- 4 -/: (rx;r- 4 -*) = 0 , 


-t-F: (riy ^ m) 

f--(riy-^x) = o, 

'■}) ('•>■+•'• 3 - 1 *-)-^ - 4 - F: (ri y ^ g) 

♦:('■ 3J'-+-*) = o; 

& en éliminant f 5 • 

i y d X 

fri— rtl*'* /'=(»'^y-«-») _ ^:(rry-^0— »:(nr-*-«) — . ^ , 

^ ' ' dx' r I — ra r i — rj * 

équation à laquelle nous pouvons donner cette forme plus fimple , 

-^^ = r':(rij-|-*)-t-A*: (r ij- -f- x) - 4 - x' : ( r] j--»- x). 

Donc 4 = r : (ri^')'-|-x)- 4 -û:(ri,y- 4 -x)- 4 -x:(r 3 jt-t-x)eftla valeur 
complète de 4 dans l’équation du troifième ordre propofée. 

On trouvera toujours autant d'intégrales premières complètes que de racM«s 
Fanii II. Y y 


Jy' — ‘ '■ ' ^ dy"—‘dx ^ I .1 


I 7 S Du CALCUI. DIFrfRENTirl. 

in^e»les ; lorfque le nombre n’en fera pa? fufffmt poitr avr>ii l> vi’eur com« 
plète de f , on aura recoure aun intégraiions fucctflivvs. /tn'i ptmr i'’»i''',rer 
l’équation homogèi'.e de l’ordre n danj e cv? oi' toute": 'es va'eurs do r feroicnt 
égales ; je commencerai par remarquer que dans cette Hvpotlièfe l’('q'iation q'ii 
xenferme r peut être repréfentée par ( r -f- j j" = o, 6( que rimé_,rale trouvée 
plus haut doit prendre la forme fiiivante 

e 

&c. — ^y-f-a:)=:: fWdy, 

rour'pafier à l’inrégra’e de l’ordre immédiatement inférieur; foit une quan- 
tité r donnée par l’équation 

r’" — ' -♦-(n — I ) • <] r ’ — * *+■ ^ ^ ^ ” 1L.0- /’ — ’ -4- 5tC. o , 

qui n’étant autre que ( r -t- q)" — ' o , donne r =. ij. Ainfi la frrne- 

fion arbitraire qu’il faudra ajouter dans cete fécondé intégra’ion fera 

f : ( ^ ar ) ; nous trouverons de même ® : ( — tjy pour celle 

qu’il faudra ajou'er dans la troifième intégration , &c ainfi des autres. Quant au* 
intégrales fuccefllves , elles feront 


J’—' 


iy 


i -f. ( « - 1 ) . ^ 


d'-’t 


(" .-aVfrt-,) d’- »t 

iy" >éx I • 1 “ dy’ 

fjy F x{—qy x) -^x) — f J y fJT Jy , 

^ — ^ I . 1 ^ Jy 'dx' 


ftcc. 


féC. 


jy—, ■ ' " ' dy- — *dM 

■^fdyfjy F ; ( — qy + x)-drf d y f: {-qy-i-x)-q.f:{—qy+x) 
— fdyfdyfK'dy. 

Il efi donc démontré que dans le cas que nous examinons la valeur complète 
de { eft 

K. — f fdyfJf'dy^y> — 'F( i) : ( — -4- * ) -l-.y’’ — ‘ 

F {■>■) •• { - q y -+- é'(/i) : ( — *); 

par f f I ) , /"( X ) /’ (n), nous entendons n fonûions différentes 

de la même quantité — qy x, 

( 303 )■ Maintenant foit cette autre équation 

iy + ’S' + 

dans laquelle .4 , /i' , C' F' ti II' font des fondions quelconques de y 

te X. Il eft clair qu’on ar = o 6t b =. x } que 

C" ( 1 ) = C" — 

„ rf é' <<’ n' c/i 4 

D"(i)=iy — -jy-H yyr— 'éÇT 


d .4 


Jy ’ 


d ir 

1 - 

d' Â 

a y 

d y ‘ 

d C‘ 

d' n' 

77-^ 

~dÿ\ 
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i A 


«79 


h' = -Z 

À tV 

C"( 3 ) = C"-a^-t -3 


/ 5 '''( 3 )=-D" 


dy 

tsi 

dy 


H-3 


d* A 

dy' • 

d'B' d' A . 

4 'rfy'»Kc. ; 


^( 4 ) = 5 '_ 3 ^, 

C» ( 4 ) = C" -3 ^'-t -6 
Zî" (4) ==/>"'- 3 T7-<-6 


■jy* 

4 * Jî' 


— 6cc. 


La propr,f(ée a donc pour infdgrale première complète 

4f 




dC' d' B' 
•+ 


d^ A 


^ 

dy ' d y' dy> J \ ~ dy 

d' + , d'y \ d — \ 


(C'- 


d B' 


d' A 


3 dy 


) 


&CC. 


dy / d A \ d' y . d'y \ d — '^ 

dj -+'(^ — ^~7TJ~d,' ^ d,< ) d}’-^> 

F: {x)=f'irfrdy. 

Ÿ étant donné par l’équation 

dS'" — 'i‘ d' d' . d'P<’~*y 

7 p Tp * Tp 

<//?(■ — •/ . d‘Q("—>y d’Pi’ — ‘i' 


-+- 


d}' 

d' P \ — *y 


— 4 


— &c.} 


4 - _ Cs<.--»' — 1 *' ■ -I- 3 

Tintégrerai cette équation en la multipliant par un faûeur K qui fera renfermé 
dans l'cquaiion 


&c.^ — &c. =o. 


, d- K d'—' K d—' K 

T5-- + c- 


rk: 


qui p’cft autre que la pr' pofre dans laquelle on autoit fait IV ^ O. Donc pour 
avf'ir lire des intégrales prtmiè'es complètes de la propofée , il fuffiia de trouver 
uue vakiir de f qui , en recinla it x comme confiant , fansLlTe h ce'te équation 
dans le cas de /V= o. Si on ave it n valeurs de J ; ou bien fi dans le cas de 
H' =r O , on pa'-venoit i iniénrer compiétemei t la propofée , en regardasit 
touiou s .V c 'imne conft mr , c’eft-i-dire en traitant cette équation comme étant 
aux diriférences ordinaires ; fi , dis-je , on patvenoit à i’une de ces deux chofes , 
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en tireroit aifément par de (impies éliminations la valeur complète de {. Voie! 
ore un exemple qui achèvera d'éc’aircir la théoruj précédente. 


on 

enco 


( 504). On demande l'intégrale première complète de l'équation du trolfième 
ordre , 

77^ TTîV--»-*’ 77-.='^. 


77 ^ +^’'’y-77h 


-f-A 


4 ’ r 
r* 


ly 


^ r 

iy 


■+■ i» 


Jll 

d M 


A caufe de À , B := j xy* , C=3Jt‘_y, D=sar’, r fera donné pat 
l'équation (^t--4- ar)' = o , d'où l’on tirera r s* - — * ■ , 6t par conféquent 

i=— — . On fera enfuite 

y 

Jt'r^hy', C'm=xhxy, Dfsthx^, C’^iy, y=k; 

puis on aura 

B(i)=ixy\C{i) = x-y,D(i) = o,C'{i)=hMÿ, D'(i)=e; 
^ (») = ^ (^) = O, ^())=‘0, B' (i) = {A — })-J'S 

C'(i) = (A _ 3).,y, D'(i) = o, C'(i)=(r — a.(A ~ 3 ))y, 
iy(i)=o.B'C3)^lA-6)y, C'(3) = o,D"'(i) = À-i-«-i(A-3), 
^(3) = (‘ — ».(»A — 9)).?'. ^'{ 4 ) = (A — 9)j*- 
Ainfi l'intégrale première complète de la propofée fera 


(a. 


d\ d 


Jy ^ M 






(A — 6)jy*'ï' s^) î-l- F: saf-y ÎVdy; 

étant donné par l’équation du troiüème ordre, 

(i- i-+-i(A — 3 ))ÿ — («■ — a.(iA — 9 )):y«'-t*(A — 9 ) 

y'^ ■* jr* •J' = O. 

On trouvera que S' /u étant une des racines de l’équation du iroilièmi 
degré , 

k — i -+- » (A — 3) ■— (» — 3AH»ii)/x 4-(A — 6 ) /i** — 

U. 
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IT DU CAICUL tNTÉ ORAL? 
6c on aura pour intégrale première complète de la propofée 
.J* T rf*r <^’r ,, ^ ^ X. 


aSr 


<ty'~^ y dxjy ■ " dx‘ ‘ ' ' i •' «ty 

(i i(A_- 3 ) (A_ 5 )/a ^ 


+ »‘ 


(A 


t) = 






équation qui eft précifément de la forme de celle dont nous nous fommts occupés 

( 497 )• 

( 505 ). J’ai regardé le faûeur 't' comme ne devant renfermer que x ht y ^ 
il pic conféquent j’ai fuppofé qu’une équation linéaire devoir nécenairemcnt 
avoir pour intégrale de l’ordre immédiatement inférieur une équation linéaire j 
voici une démonftration bien (impie de cette propo(ition. 

On a ( ^ ) — A f d tL -+- 5 ( 1 ) f d C -4“ C * ^ “ 4 “ J\^ • 

/[ ne pouvant renfermer que des différences partielles de l’ordre rt — 1 ; donc 

£i£l — = Âf*dx;-hB(i)f-vdC'-^- -+i 

d y d X 

s une fuite de termes ^ Ç t" ~~ ' 3 


( 0 ( 


df^dZ' 


•>y 


df*d 

dx 




:(.)( 


d f-H. 


d/*d^ 


) 


d y dx y *" ^ \ ^ y ^ 

que je défignerai par K. Or toutes les différences partielles de l’ordre n doivent 
fe trouver dans K , il elles doivent s'y trouver fous une forme linéaire, ce qui 
évidemment ne pourroit pas être , fi ÿ en renfermtrit de l’ordre n — i ; donc 
le faâeur '{' ne peut pas renfermer de différences partielles de l’ordre n — i.' 
On démontreroit de la môme manière qu’il ne peut pas renfermer de différences 

partielles de l’ordre n i , ni celles de l’ordre n — } , 6 cc, i & enfin qu’il doit 

être fenflion de a: , ^ feulement. Je paffe aux équations entre trois variables ; je 
Veux dire celles où l’indéterminée { e(l fonûion de trois variables « , jr & 

( 506) . J’imagine que ( 5 )-f-é':(«, u i) = o foit l’intégrale première 
complète d’une équation aux différences partielles de l’ordre n entre trois variables 
y , X td. U, que je trouverai en différentiant fucceflivemcnt cette intégrale par 
rapport à chacune des trois variables. Ainfi en repréfentant par 
(r<fu-4-rA(/<»i)^'' : (u, «i ) 1a différentielle de /*; («, ut), j’aurai ces trois 
équations 

-jy J F al) = 0, 


d X 

d{R) 


f â* 

(.r-jy+FA 


Partit II, 


d m 

d U 


• 4 * r À 


3 O » 

F': {a, «l))=0. 


2 i. 
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Je ferai = r, tsc après avoir multiplié la fécondé équation par r, 8t 

l’avoir ôtée de la première , U viendra 

~ ) y —'~rx "7ÿ T7) ^ :(»»“ > )==0. 

Je ferai auflTi ^ =z s , Sf après avoir multiplié la troilîème équation 
par s, je l’ôtcrai de la précédente, d’où je tirerai 
J(B) J{B) /- rf.i ^ , 

dy ix du \ ax du y ' ’ • 

Cette équation ne doit pas renfermer de fonflion arbitraire, on a donc ncccITaire- 

i U \ du , . 1 

rement a r- ^ ^ -J- s = o; 6c comme a ne doit prendre aucune valeur, 

. dut du 

il faut que -JT- = O , yT = O- 

Taurois pu faire =3 — 1 , ce qui m’auroit donné 

an. 

dy ~ ^ dm ~ 




+-r 


0 = 0; 


" du dy 

d’où j’aurois tiré que A ‘ doit être nul , fans que a prenne 

aucune valeur , 6t que par conféquent = o , = O. 

En général , folt — r ^ ^ — r = o l’équation qui a 

dy d X au ‘ * 

pour intégrale première complète (S) -+-/■:(»,»!) = o. Si l’on fait 
W’— l _ . î d’-'^ _ 

np =‘ — ’ Ti^~ ~ ' ’ 

=a%&c. &c.: 


d' — ' 


dx’—‘du 


4 - = c; 


d ' t ^ r 

dx’ ‘du 

J-lZlJ- ==,' 

^y" * ^ 

&C. 


àcaufede ^ = lîIZP ^-ftc., 4- &c. , 

^ y a H a y d x dm d y * dx ^ 

ficc; 


Jin_ ^ d(g) ^ r 

du Cm* d y'' * d U 

l’équation précédente deviendra 
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. ; ; . . £14 . ^1(1) ‘'’t 

* 

f Ü:?_L — «I(g) _ , _L( 'v £:t 

^ d% J d * dxdu 

f —t «i(-g) \ '•'’t 

V “TÏP J 


IL» J > 


da' J 

’ dy’ — ’dx 

iL?J ' 

\ . </’t 


> dy"—‘dx‘ 

d{R)^ 

\ 

dm J 

> dy'—'du 


<‘y 




^ Z' ÜE) ^ £(£) Jlf. ^ d(ff) rf— t 

\ ^ y dydx" * dr d x"* d »* dy*~^\ 

_ 10 ^. , £WN _ <<’t • 

( \ irf r J dt* y dx”*du 

-Crm+c m ^ — £:l_ 

\, ir, <<r', y rf*’ *i/u» 


&C. 


jll«) ^ 

V ^£* i/.* y ~3y'—' Jx' ■*■ 

r_E(^) -/’-'r 

d ,1 ~ dx-—> • 

( 'j <'‘~‘f 

\ '£“, rf." J 


, éy'—'dx 

- -7 

&c, 

JL -Cj^ Ji. _ r *^(^) Jl. 

'v *y </{ </* 

— r -1(-^ — , JJ il =0 

jt J, 


./ JJ_iI 

*K 


JLl 

i/ii 


<i(^) 

dy 


( ^07 )• Pour donner un exemple de Tufage qu’on peut foire de cette trans» 
formée , nous allons chercher par fon moyen le cas d’intéerabilité de l’ëqualion 
de l’oriire n 


-f- B 

h c 

£_•< 



-4- 

dy" — >dx ^ 

dy’ — 'lP" 

• 

-4- . . 

....H-i . 

T “^"r 

dy—'du ' ' 

éy’~' dxdx 


' rf*' ’rf» 


-4“ C'_ 

_ <li 

-f-’. . 

. . .+. T “'’î 

< • • • « 

* t 

rfy" " du^ 

# • • 

^ 'rf,"=-^ 
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«»4 


H- B' 



. 4 - T’ — — 

^ ' dx ^du 


5 (»-.)' 4i. 4- TC.--/ 4^4.T,("--/ -4- ^î= 

‘ Jy dx ' du 

dans laquelle les co-efficicns des différences partielles aufli bien que F ii. W 
font des fondions quelconques de , ar, «. 


Je multiplie cette dquation par un fadeur qu’on démontreroit aifément ne 
devoir renfermer que .es variables « ; 6c la comparant i la transformée 

précédente , il me vient 


d (^) _ 


d(/?) 


d» 

d (B) 


= ^ — '■ 


d ( ») 


d:' 
d(B) 

df' 


= Ÿ S 


•¥S, — r 


d(B) 

dd 


if T ; donc 


d (B) 

dm 


x=.-v Af 


d(B) 

di‘ 


■* {Ar 4 - 5 ) 


. d ^ ^ Ÿ(atfr. — ' 4 * Bf. * 4 “ • ■ i « 4 “ *^ ) » 

d r 

r étant donné par l’équation a/ r" 4“ Br*~' 4“ ^ ■+" Tss o. 

J’aurai auffi 

d(B) d(J) d£ai__^ _d(_flj , <î(gLL=:-rC, 

rff/ d.' ” -f»'. dr, d» 

dr ^ d 0 

d(B) d(g) _ r 

- 77 T d;', ^ d;-, d.', d.', 

JI£I —, Ü 41 .= *r,; 

d 0 g ^ * t 

di\„ d.', d.-,„ dd,„ dJ, 

, d(/î) d(B) . 

d/„, dr-. 

Rtc.; d’oii je tire, en confervant une partie des abréviations du (n*. 4^9) , 8t 
faifant de plut 

B/4' 
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^,r-hC,= C,(i), 

B r‘ -I- C,r-H X>, = P, (i)’, 

&c. 

C,r-hD, = D, (I), 

6 >.-hZ>„r- 4 -£, = £,(,); 

&c. &c. ; 

£'r-»-C (i) = C, (i), 

&CC. 

£ r-t-C(i) = C(j), 

ÆV‘ + 6’, ( 1 ) r-H Z), (i) =Z), (3 ), 

&c. &c. 

c-.r^-t-zj.corH-r.c, )=£,(!); 

&CC. 

C’,r*-4-D,(x)r-t.i:, (i)=£, ( 3 ), 

&c. &c. 

&c. ; d’où je tire, dis -je, 

( 0-4-5(00 — ■ • . — î 

® ** 

J^P=.(Z?,( 0 -t-C(i). 4 .£(j),.).^ 

4 ^ ‘ ^ 'O . 

= (5«, («)-»- ^. (O ‘-»-C,(3)^‘-^-5(4)^’)'«'; 


. ^j r — = ( -y,,, ( O + s, ( z) f ■+. Q,(3)i*-hP(4) <0-'»'» 

&c. , £c les R équations que voici , 

Partie II, A * * 


\ 
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0 + ^ CO‘=o'. 

(3)r‘ = o, 

)<-+-«, ( 3 )'* Q( 4 ) = o , 

6;c. : t fera ncceffairement donné par une des ces équations , les autres feront 
autant d’équations de condition. 

( 508 ). ^ ■ r ^ — t -^-£1. eft une fonûion de l’ordre 

'''rfy ü X du 

n — I , je lui donne la forme fuivame 

= 

r I 1 -f- &c. -{- ÿ I ( + AT I ; 

rf" — ■ î 
* rf *" — 'du 
tec. 

puis je fuppofe premièrement que 



«»(”) JiiÇJD I = C'^ — r 1L£) _ r ÉlE) -t- 

/:,• _ rf.» ' ' rf.,* rfc», rf?» 



.Jl*) li£) -f.. , =2>' ♦ <!(^) _r «î(f) _r 

^», - “ -t- I — , Ÿ, r -t- 

1 =£',s'. . : 

“777- ^rfv 7 ^- 57'7 "777+’ 

fttc. , ît il y aura vifiblement un nombre n de fembUbles fuites d’équations ; 
feciindement que 

+u^=uC><,, ijn -r^Ajg -^Cr=uD 

— _ r ikül -f. , 1 =1 r Ÿ ; . • . . , 

rf ^ f ’ 
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±{”X . ii£) - r ii£L) H. 

mXZ!:X -'.'ï;) + v=^>'. ' 

— 'j^r ' 7;- -t- P, 1 — ■', •*'> 

Rt i! y aura un nombre n— i de femblablet fuites d'équations. Nous en 

trouverons enfuitc n i , puis n — 3 , Rtc., jufqu’à.ce qu’étant arrives aux 

différences panielles du premier ordre , nous ayons 

~ ^ 1 - »n—~ 1 = S^" — — .r — ^ 4- Cn — 1 sa î"(*— ■>' t 

timi +C,n i=aT/" — O'^.; 

Rf enfin pis=A'S',Ari = — 

Soient 


/?, H- ^r= /?,(. ), 

C -+- 5 ,r-f.^r‘ = C„(.), 

r> = Z»„, (i ) ; 

&C. 


^„(«;-f-C,(i)»-l-é?( 3 )rs=i?„CO),' 

-f- -D„(0 c (3 ) '*-+- >s U) (0 ); 
Rtc. 


dA 

. dA 

. r . 

_r 

“y 

dx 

dx 

die 

-r ±L 

* 

t s= *1^ 

~*y 

J X 


di 

dir 

I __-ÿ- 

^3 

dx 



( 509). Cela pofé, le fafleur '{' ne devant être fonûion que des feules va- 
riables T , X , U , on aura pour la fomme des difféiences partielles de l’ordre 
n — 1 qui doivent entrer dans l'intégrale 


Ÿ ( W -f- a ( , ) C' -H C ( I ) h' -t- .Ç( , ; /) 

rt- .'I' ) c; c ( . ) «; -b- -t- .i,'( 1 1 e/) 



Rtc, f ■ 
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&c par conféquent 

C 1 = 5 ( I ) S' -f- iî ( I ) ^ , 

, I = 6’ ( 1 ) 'P -f- C ( I ) 'P , &c.r 

'i'. 

(•))'!' -+-f, (i))^, &C.; 

»,* = C,(i))'P-|-C^(i))'P, &c. 

En continuant ainfi , on trouvera , après avoir fait pour abréger 
c; -f.fi' (i)r=C/(i)), 

D;^-C'(l)r = D;(I)),&c,; 

&c. ; 

D,".+.C"(i)r = D;'(i)), 

£"-t-D"(x) »=.£,"( i)),&c.; 

£„'' + D",(i).)r =-£/'(.)), 

£;'^.£;'(^))/ = £,;'(•)),&cc.^ 

Rtc.'; Rtc. ; 

^r-f-fi,(.)) = B,(i)), 

C( 3 )r-t-fi,(i))r;H-C;(i))r 4 -D,(i))«=D,(x)); 

Rtc. , 

^,-»-B,(a)) = fi,(j)), 

B 4 <-I- B, (i)) r- 4 _C,(x))ï=C( 3 )) , 

C'4 t H-B, ( X) ) r‘ -+- C, ( 1) ) r- 1 - 2 ), ( a) ) = D, ( 3 ) ) ; 

Rtc. Rtc. ; 

B.(x))r4-C’,C.)) = C„(x)), 

(C’,(x))4-B(x))r)r-t-Z>„(i))-HC’„(i))r = Z)„(x)); 

(A(0)vC,(i))r + B,(x))r>)/+£„(0)-^A,(«))^+C('))^‘-B„(x)), 

Rtc., 

B'(3))^^C„(x))a=C;(3)), 

( C, ( 3 ) ) -»- B, ( J ) ) O / -+- A, ( O ) -H ( I ) ) r « ( 3 ) ) , 

(A (3)) (3 )) B, (3)) rO r-t- £„ (X)) -»-D„ (X)) C„ (x)>*= (3)) ; 

Rtc. , Rtc. i Rtc. ; 
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C( 0 )— A(* )) = C'/( 0 ), 

A'( « )) - ( I ) ) _|_ <?; ( 1 ) ) r=z»; ( 1 )) i 

occ. 

/•;' ( I ) ) - £/ (a) ; H- £" ( i) ) ,= /•;' (!) ) , 

&c. , Scc. ; 

-D'„to)- r,(i)) = z>„(i), 

^„ ( I )) — D, ( ,) ) ^ zy„ ( 1) ) r= £'„ ( 1) ) ; 

f ; (I ) )— i, ( . ) ) 4 - £„ (i) ) r= F,; ( Z ) ), 

&c., 

£''„ (,) _i>„rz)) = £'',(z)), 

( O ) — (Z) ) -J. £"„ (Z) ) r = £„" (z)) ; 

(O) - fl) )•<-£"„ ( Z) ) r= ( »)) , 

&c. , 6CC. ; 6cc. ; 

^'(3)^H-C',(z))-i),(z))=C',{3)), 

( } ) ) ^ C' ( J ) ' H- -D', ( 1 ) ) - C, ( 1 ) ) = /y, ( ) ) ) ,' 

■D'.Cj))rH-Z»'(3)r + £',(.))_Z),(z)) = £',(j)); 

OCC. 

C’ ( 3 ) r -+- £),^ (z) ) _ C', ( j))«£)^/3 )) , 

£/' ( 3 ) ) - -4- £" ( 3 ) ^ -1- /•/' ( 1 ) ) - £', ( 3 ) ) = -F," ( 3 ) ) . 

occ. , &c. ; 

C;(3))'-t-£);,( i))-J-C„(z))=i>'„(3)), ■ ■ 

X)'„ ( 3 )) ^^_ zyj 3 £'J i)) _ô„ (Z)) = (3 

£'„(3))rH-£',(3)),^£;(z)) _ £„Cz)) = £„',(3)), 

&CC. 

(3 ))/-H £"„(!)) - ^,(3)) = £"„(3)), 

£„" f 3 ) ) r -H £," ( J ) ) r _H £/ ( Z ) ) — £'„ ( 3 ) ) = ( j ) ) ; 

(îi) = ( ») . 

Far:u 11. Bbb ' 
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TT (4) /H- C*, ( } ) ) — ( } ) ) = C; ( 4) ) , 

c: ( 4 )) ( 4 ) » + (3 ); — ( 3 ) ( 4 )), 

— ■D, (3)) — 

&c. , &c. ; 

'c;' (4)) ^ ( 3 ) ) — c„ (î ))= /y„ ( 4) ), 

^'„(4))^-4-^',(4)) <-4-£'„(3)) — A,(3)) = 'E'„(4)), 

(4 ) ) '■ -H £*, ( 4)) ‘ -H (3 )) — 4 ( 3 )) =^-,/ 4) ), 

&C. , Sic.; 

&c. : on trouvera, dit-jc, pour la fomme de tous les termes de l’intéjrale qui 
renferment i &C fes différences partielles, 




4 ’— t 

iy"—'- dx 


-f-J(t) 


4 — 't 

dx’—‘ 



+ =^-+. -t-J,(i)) 

tic. 

■^(B'(x) Ÿ- ^ ^ - 4 - ( ( O — g ( O -Î-) 7- y I,‘ 


-4- ( C', (1) ) Ÿ _ B, ( X ) ) 'i' ) 

■4- 

fcc. _ . 

^(C"(x)'P—B'( 3 )Ÿ-»-a#'p)-ji;; 4 - 

•♦. ( D" ( X ) Ÿ — r ( J ) 'i' -t- B ( 3 ) ^ 


H-(i"(i)'P — B'(3)'F-»-<2(3)'f-)^^r4- 

- 4 -(ZJ'',(x))'î' — r ( 3 ^)'i'-t-B,( 3 ))Ÿ) - 4 - 

r ,••••••• « 

— «^(3)) 'ï’-t* Q,(3;)’Ï') 7^^/^ 

fcc. 
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C 1 ) 'F - /y' ( 3 ) 'i' + C ' U ; 'ï' - ^ ( 4 ) Ÿ ) ~ - 

•t- , 

H- ( r- ( 1 ) -P - £" ( 3 ) -4- Q' ( 4 ) 'ï' — ^ ( 4 ) 'i' ) 

• O * V 

H- ( £/" (i)) 'P - D \ (3)) >p -4- c; (4) ) 'P - B, (4) ) >p ) 

-H ....... 

H-(5/''(i))'P-£/'13))’P-H Q',(4))’P-^,(4))'P) 

hic, 

&c. + (5(- — ■)'(i)'I' — £<- — O' ( 3 )'i' + . 

(.)« — ! (.)n— I 

)î. 

On aura de plus ces n fuites d'équations 
T'(i)'P — y(x)Ÿ =o, 

T/(i))'P_J^ (x))'K = o, 

T/(i))>J^_5„(»))'P = o. 

&c. 

r'(x)Ÿ-i' (3)4'-4 -r(3')^ = o; 

77 ( ^ ) ) ■»' — -y; ( 3 ) ) 'P ( 3 ) ) 'P = O ; 

V ( O ) ( 3 ) ; ( 3 ) ) ^ -= O , 

&c. 

T"'(i)^— 5"fj)4-4.R'(4)T -Q(4 )t-=o; 

77 ( i ) ) T — ^/' ( 5) ) 4 ^V r; (4)) Ÿ - ( 2 / 4 ) ) Ÿ =0 

7-„'" ( O ) i' — •!?„" ( 3 ) ;■ '»' -4- R ; ( 4 ) ) ^ - Q „ ( 4 ) ) T = O , 

&c. 


(R- — 5C. — — .)'( 3)4-4-R“ — ‘>'(4)-i- — 

(.)<■—■ (.)» 

^R’ n-+-l)S' “.O. 

La première de ces fuites renfcnne n équations , la (êconde en renferme n — t , 
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&: ainlî de fuite en progre(fion arithmétique juTqu’à la demièie qui n’en comprend 
qt-’ine feule : c’eft-à-dire qu’on aura — j — n équations, &c comme il n’en £tut 

qu’une pour déterminer le faclcur ÿ , il reliera nécelTaircment -- — - — — — • ■ 
équations de condition, qui avec les n — i trouvées plus haut, feront 

(n — 

— ^ -+- /J — 1 OU ^ — équations de condition , pour que la 

propofée ait une intégrale de l’ordre immédiatement inférieur. 


( ^ 10 ). Nous aiouterons que r 8t r ne peuvent être fonûions chacun- que de 
deux quelconques des trois variables jr, *, a, & qu’ils ne peuvent être fondions 
en même temps des deux mêmes variables -, fi r étant foiiQion de^ & je , r l’ell de 
y &C U , ou de X Ik U , on trouvera a &c « i en rendant exaéles les difFéretuiellec 
ou rdy -^-dxiitdx-^du. Une relie plus qu’à 
trouver le terme de l’intégrale qui n’eft fonélion que de^ , je , u ; on le nommera 

A , OC , a caufe de -jy — r t ■ ^ = A i t= — Ÿ //^ , on aura 

X = — f'f TV d y , en n’oubliant pas qu’avant d’intéjer par rapport à jy , on 
doit mettre dans ÿ //'pour x 8c u leurs valeurs en , «, -« i. Nous avons 
oublié de faire remarquer que pour déterminer le faéleur f , on n’aura qu’à fatis* 
faire à une équation aux différences ordinaires qui ne fera jamais d’un- ordre plut 
élevé que la propofée. 


(511). Enfin , fi nous prenons pour exemple l’équation homogène 



dy" ' dx 


Sec. = TV, 


*+* TP~- ''dû 

nous trouverons , 1°. que r eft une quantité confiante donnée par l’équation 
a r” y r" — ’-f-8(C. =iO; 1®. que / eft aufii une quantité confiante , 8< 
qu’il y a entre les co-efiieiens confiant n — i équations de, condition; 3“. que 

toutes les équations qui renferment le faûeur fe réduifent à celles-ci t = o , 

4 ''= O, 8tc. , 5 f mie par conféquent il fera toujours poflible d’y fatisfeire en 
prenant ^ = i ; 6:c. i’ropofons - nous , avec Euler , d’intégrer l’équation du 
fécond ordre 


‘ r , V X d* T à* T ^ d* T ' d* r 

' ^ 5T* ■+* ' TT ^ ‘ 77jy ^fTÇTu jTd7 

nous trouverons que r tfi donnée par l’équation du fécond degré 
«/‘-<-ic/--+-é = o; que de plus on a les deux équations 

f •+-// -+-(/-*-• / )/s*0, e-+- l/r-f-a /‘ CS O , 

dont 


-1 


J 

r 

/ , 
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dont l'nne fervira à dctttinirier i, & l’autre fera l’équation de condition; noua 
trouverons enfin que la propofée a pour intégrale première complète 

'J ■+•“) = O.' 

OU 

t^ + (ie^ar) *+-(î/ 4 - ^ - 4 -/: (ry + r a) == o.’ 

Pour vérifier ces réfiiltats , on différentiera d'abord la première équation par 
rapport i chacune des trois variables y , x,u, Je on aura, en fe contentant 
d’écrire F pour F •. (^r y •+• x , ty -f- a ) les trois équations 

(le- 4 -ar) ^ a t) -jy^- r+TAt) F' = O ; 

<'• r . W r . . . .J' 


rfy/* ^ T7*' ( i/-+- a t ) 7777 *4- r ■F’' — 

-K ( 1 a r ) -4- r A F ' = O ; 


-H(ii 


0 ; 


éy du ^ \ • ~r- d J X du 

on ôtera de la première la fécondé après l’avoir multipliée par r, &r il viendra 

(i/r+arr) -f. rArf't=o, 

on ôtera de celle-ci la troifième après l’avoir multiplié par r, &c on aura 


rf* 


" ~dy • 4 -^ ‘ rfye^ — -<r ‘■J dy du 

- 4 - ) 71 ^ = 

qui fe réduit à la propofée lorfque 

<ir‘ -4- xtr b =■ o, /rrt-l-/rH-e/-l-g = 0, at*-f-i/r-He t=* O.' 
L’autre réfultat fe vérifiera de la môme manière. 

( 5 II). Dans les mémoires de l’académie des fciences de 17S} & *784 J 
nous avons préfenté la théorie précédente fous une forme beaucoup plOs gé- 
nérale, en la renfermant dans le théorème que voici : 

L’équation de l’ordre n , _ ' 


<'*{ 


• ( 1 1 r- 




I (4 rr -t- 


V <'’{ 

Jy’ 


■ B 




ff£j- 

rf*” 




dy"—' du ^ dy" — ‘dx' ^ ' 

dans laquelle >rf , B, C, //,_ /f” font des fonftions quelconques 

de X. y { 6c des différences partielles de { jufqu’à celles de l’ordre n — 1 
inclufivenient , étant propoice; fi on nomme p , i y r,, t» &c. les différences 
partielles de l’ordre n — i , & qu’ayant formé l’équation 
• ^ fn" —f— B ni ^ * -q.- Cm* * s «q.* -4- /f = 

Partit II, C c C 
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l’on faffe pour abréger 

yf OT B — j 4 f A m * 4 * C* =aC A ^ A m ^ *4" D A ^ 6rc# 
toutes les intégrales premières complètes de la propoCée dépend ont de pouvoir 
V intégrer les éi|uations prifes deux à deux , qu’un toimcra , eu menant ioccef- 
fivemcnt pour m fes valeurs dans ces deux -ci 
mJy-^-dx = o, 

. Am{dp-^adq-^idr^Hds-\-U.Q.)-^ n'dx = o. 

Suppofons que l’une de ces intégrales complotes fuit /t = /’;», &C que 
lc= P d p-^ Q^dq Rdr -J- -t- îéc. -H d A, 
d M — = X d P -+- f dq r d r — rds -t- 6cc. -+- d w y 
comme par l’élimination de la fonélion arbitraire, on trouve ( n®. 493 ) 

Jk du dk g 


oy 


dx 

(.Q^ — ) ( 

-•-PO ( 


i X 


( 

{Sx 

( flp - 

( ’ 

{Sx — 


11 

*y 

dp 

dy 


JjL 

éx 
éj_ 
d X 


, on aura auffi 
dx dp 


dj dp \ 
h y dx J 


d r 


P 

Q 
Q 

R, 


)(^ 

)(-Ï 7 


é s 

d m 
d $ 


dm 


H- 

&c. -+- ^ 

d* 


d* ^ 

0 — 


dx 

^ .dx 


dk 

R .Il 


J x 

dx 

( 

d » 

s — 


é M 

d X 

Ak 

d « 

d * 

1 

1 

dy 


*7 
d s 


dy 

d S 

dx 

dp ' 

dy 

dx J 

d r 

d 1 

*y 

é X 

d S 

dp 

dy 

dx 

d ♦ 

dr 

dy 

dx 

- — 

(' ■ 

, 

dA 

P - 

dy' 


Ak 

r - 

dy 

' d* 

, ’ dx 


)■ 


- ( ' -ïf 4f ) -îî' •*• 

■)' 


Am 

dy 

A, 

dy 


dp 

d X 

■ d r 

d X 

d s 


Am 

d X 


On fera dans cette équation 
Q X — P f ^ O , R X 


- Pr 
S P — Qt 


Sx — P T ^ 
S r — R r = 


&cJ 


Ap_ — Q» = Ofc 
ftc défigrunt par «, C, v, f, &c. les rapports , -L , ^ , 6tc. , 
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eu , &c. , on changera les différentielles 

/•(//i -t- iSds 4- &c. , 

•:t d P 4“ f ^ 4 w d T 4" T d s -f* &CC. ) 
en celles - ci 

P d P A d 4* C d r 4" V d s 4* 2jic. ) ^ 

X ( dp 4- »d q - 4 - Cd'r4< vds 4- &tc. 

Cela pofé , ayant multiplié la propofée par un faéleur ■«', on la comparera, 

tenue à terme, 'à l'cquation (jue nous venuns'de réduire, & , à caufe de 

dp dp dp 

d X dy * à X 

dé 7>d» X . éé 
X 1’ — =x A , V - — 

a X d X djr 

pnis , faifant - ^* ^ ^ = m , 

A m A = A C— C, A m i xsa A A~ D y A A f 6<c., 

8i m fera donné par l’équation 

A m" ^ B" — • 4- C m" — ‘4- . ; 4- /f = O. 

On aura auffi 


d r é r ' J s c. 

TT’ ^ “ “j* ’ 

— P^=iAa - B)^i 


0 A d i U » a * _ ^ 

d X d y d y dx 

Au moyen de celle - ci 5c des’ deux premières , on trouvera 

d* ^ d* Pff dm dm wtr 


dJe 


-T — — m . 


dy ax A 

donc d k = -iL ( d X 
dx ' 




dy 

m d y ) 4“ 


■ m 

d i 


v-*=o; 


Ç </> 


t d q -+■ C d r -4- ^ d s -4- 


&tc. - JT^y. 




Le problème né dépendra plus que de pouvoir intégrer, pour chaque valeur de 
m , ces deux équations 


d X -y-m d y 


d P 4" A d q 4“ C d r 4* x d s 4" 6cc. • 






OU , ce qui revient au même , les deux que voici : 

d X -y- m d y Q ^ A m (^d p a d q C dr 4" xd s 4” &C. ) 4“ dx =: oi 
En effei en repréfentant ces intégra es par U = a , V" = t ht celle de </ i = o 
par k -=r c, on pourra, entr 'autres fuppofiiion< , faire c = k 8t i ■= E: a ; 
donc V z= F: U peut être prife pour l’intégrale complète de la propofée qui 
répond k la valeur de m qu’on a choilie ; donc &c. 

( 5 1 J ). Si l’équation eft du premier ordre A •+■ B = W} 

' d y ' d X f 

on aura A m £ saO , puis m dy d x =mo , A /niéç 4 - W d x asa o ; 
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, ou B dy — . y# </ X = O , — B d\ JF dx = O, Si JF = O, on aura 
d^—oti^=a; on cherchera le fiifleur pcopre à rendre B d y — Adx 
une diflerentiella exaâe en regardant { comme confiant, &c (i cette différentielle 
exade efl dS ,.on aura d> = ^ & comme on peut fuppofer qu’une des confiantes 
eft fonclion de l’autre, on pourra prendre [ = F : ii pour l’intégrale complète 

de J B =x O , où ^ t< B renferment x, y, { ( n®. 490 ). 

5 i JF étant fonûion de ar, on avoit A tx. B fonélion de x,y feule- 

ment, on intégrer.nt B dy — À d x — o tn multipliaiK par un fafleur. 
Soit S = t Cette intégrale; on en tireroit la valeur de y qu’&n metiroit dans 

B d[-^ JJ dx=o, pour l’intégrer enfiiite de la même manière. Si l’on 

trouvoit pour cette intégrale T=a; ù caufe qu’on peut fuppofer a = F: t> , 
on auroit T =x F : S pour l’intégrale complète demandée ( n®. 493 ). 

(514). Les équations linéaires de l’ordre n peuvent toutes fe repréfenter par 


ad ^-4-^. 

dy'-‘dx 

dy' — ’-dx" 

-4- . . 



f 7-lî- 

dy" i 

(T-’i 
dy” ^ d M 




H-C 

dy" — ' 

H- . . . 



H- • , 



• +^l 


dans laquelle les co - efliciens de de fes différences partielles & W font des 
fonâions de x,y. Alors fi nous nommons p, q, r, s, tue, les différences 
partielles de l’ordre n — \ , p , q‘ , r , 6 tc. celles de l’ordre n — 1 , Sic. , nous 
aurons à réfoudre les équations aux différences ordinaires 

m d y -{-'d X O , • 

A VI {^d P - 4 - a, d q -4- C d r «4-4< d S -4- îcc. ) — ( B* P -4- C* q -4“ r -4“ &cc. 

. C' p' - 4 - D q' - 4 - &c. - 4 - &C. -+- { — JF ) d x = o. 

Délignons par m , m , m” , &îc. les valeurs de m tirées de l’équation 
A m“ B m” — • C m" — »- 4 - . . . . . . . . - 4 - /f = o ; 

par d t \ , d s i , d r 1 , &c. les différentielles cxaâes qu’on trouvera en cher- 
chant les lailcurs propres à rendre intégrables ^ . . 

m d y -f- d X , m' d y d x , nd d y d x , &c. ; . ' 

Cela pofé , ayant multiplié les équations -, ' ‘ 

— : ‘‘y-+- —i — dx=0, 

dy d X 

A dp-\-xdq + Cd r x d s -\r &C. )“(5'/>-4- C'j-+-Z3'r-4- SfC. -f« 
C " P -4- ZJ" / -4- Scc. -4-, Sic, -irJfi — JV)dx=^o,^ 

U 
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lâ pfemîijfe par A, ?< l’.iutre pir a, nous l«s ajouterons cnfemble j 8c nom 
tlonnerons à la téfultanfe la forme que voici : 

J , s. A m {^p a.!{ -4- Cr •+■ Stc. — p d , fi. Am ifd. s A » m 

— rd. fi AÇm — - Sfc. — A ( B' p H- C q ^ /)' /• -f- 6cc. ”f“ 

C‘p' -H Z?* &c. -+- &c. -i- W )dx 

-iT ''*) “®* 

Nous fuppoferons 

— pd , fiAm — qd , K A nm —— rd . fiACm • — 8«c. 

•— A ( B' P -4- C' J -f. iJ' r -t- &CC. 4- C p' D" q *4“ fitc. *4- tcii 
^r^~~fV)dx^f. -fj, 4- 

une différentielle exafle que nous nommerons dS ; & //'’i étant l’intégrale 
A^'dx, prife par rapport à x, après avoir mis pour fa valeur en ar fie < l , 
nous aurons 

(i) AAm(p xq -hCr-t- fitc. ) S -t-JVl =aOî 

•eus aurons aulll 

^ \ A nt d • \ A X Tti d * A A C n 

-é'— 7? — r, 

<17 *y* 

J»KÀm d»AAmm d»AACm • 

» 7ï ^—-dH 

A {B' P -^C'q -+-ZJ' r H- fitc. -J- C p' ^D’q'-h fitc. -4- fitc; 

d'oii nous tirerons, en éliminant a , fit faifant pour abréger ; 


A d * A A n 

i6, • 

*y 


^ A Am), Cct< 


( 1 ) p [(a^/b) — AaB' ] 

— q [(A/f«OT) — mAC”] 

r aA C m) — m A D') 

* — fitc. m A ( C* p' D' q 6*e. 

■4- fitc. - 4 - f' J ) =■ 

(5H). Si la propofée a une intégrale de l'ordre immédiatement inférieur 
j’entenJs pir-li une équation linéaire de l'ordre /» — l , .qui renferme une fonC's 
tSon arbitraire de r i , on pourra fuppofer 

S sa fitc. ’i- M' p‘‘ •+ N' qfHr fitc, + fitc. "i“ -4- p : t »/ 

fdrtit U, D d a 
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j’où l’on tirera 

S = M p' -+■ M (^p — m 

N / -t- •‘V ( y — m r) H- 8ce. » 

-f- il’ p' -f- M' { p' — >nq ) 

f* ( ?’ — mr ') Sv'c. + f^c. 

-+- ^ H— T/ ( p ^ y — • — 4 )' J, 

Partant , fi l’on fait pour abréger , 

(aVot)— »7a5 = U, ( A .-f a m) m \ C = ;r 

( A y/ C 7/ J — m \ D' = S, &c. , 

l’équation ( i ) donnera 

— u = M , — Tt = N — m M, û ■= P — m N , tfc, 

m\C' = M _j_ M ' , n hD' xz N -f- N' mM' , &c. 

mAV= ir. 

La première férié contient n — i équation; , la fécondé en contient'/» — î, & 
ainfi de fuite ; le nombre de toutes le; c.|ii3tinns elKla fiimme d’une proitrcffion 
arithmétique dont le premier terme efi i &c le dernier /» — l , c'efi-à-d;re que 

ce nombre eft /» , JL — — L ; &r comme il n’y a que ^ ‘ ^ incon- 
nues à déterminer, il refie n i équations de condition, qui doivent avoir 

lieu pour que la propolée ait une intcÿale de l’ordre immédiatement inférieur, 
voici cette intégrale 

A ^ m (^p — a. q — p- u r -t- 6f c. ) -f- M p' — f- q' -+- St c. H“ 

M' p" -f- N' q’’ -f- &C. -I- &c. -I- + f : 1 1 -f. Jf' i = o. 

(516). Si la propofée étoit du fécond ordre, on auroit les trois équations 

(Ay//n) — m A B' ^ é/*=3 O , 

( A C ) -f- m A C'-t*/ni/a»o, 

m A y = U , 

dont deu» fervlroient à trouver £/■ ic le faûeur a, St dont la troifième feroil 
l’équation de condition. 

5 i l’équation du fécond ordre n’étoit autre que = A'* J^~ i qui efi 

celle de; cnr<le; vibrmrts lorfque AT ne renferniont que x St des confiaLites , 
les trois équations deviendroienc 

■ i ■ . \ r _ 
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ÙsztO, Am - — 1 U = O , X A — 3 A = O : 

J M d JC 


J • m * 


W* • m' 


en tirerolt tles lieux premières A — s= A m 

on auroit par conféquent 

, d'u' A' • m' A • m' , . — I , . i t r t . r». 

> — ^ — .{ m'-\ * d . m' SS Adx ot l6 m =s (ax + b , 

4 î)l è élint des confiantes ; c’eft la valeur de X pour que réquation des cordes 
vibrantes ait une imégiale de l’ordre imnicdlaterncnt inictieur. 


puis prendre £/ = i , d’où A =» — - — - ’f - ; j’aurai auflî 

* m{ 41 X h 

f'Ax , 


i6 


- -'dl') P”ut intégrale première complète 

û ( d X "J ■ h y 

.6- ix .6 °’ 

Cette dilTérentielle du premier ordre a clle-mèine pour intégrale complète 

t = ( 4 ,^ é ) [/ : - 4 - P : ]• 


(4X-|»^y a {ax -d- 


CHAPITRE V. 

De l’intégration des équations aux 

DIFFÉRENCES PARTIELLES QUI n’oNT 
POINT d'i NTÉGRADES SUCCESSIVES. 

(517). L’équation des cordes vibrantes s= X' i x^ ' 

tég'-a'es fuccedives que lorfquc X efl une fonûion de cette forme (4 x -J- é)* ; 
cependant pr.ur beaucoup d’autres valeurs de X , on pourra trouver la valeur 
générale de En effet , ayant fait pour abréger 

I y )-*-*•■( f 

fl je (ûppofe 3 =1 Cn-t-i>n',oùC&CH font fonflions de x fcul, j’aurai,' 
par la fubffitution des valeurs de ^ j»" I* propofée, l’équation iJe.i- 

tique 
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— e 

4 - 


D xi e À. L e V i ëtrréktvTtti 

-ir* yjT . n 4- 1 .Y . n 4 - 1 jr . n' = O , 

iX dX 

i X ^ jf 

-<• > 

TiT 

qui doit être Indépencljnte de n , n' , n". Ten tirer»! pour rêfoudre le problème 
les trois équations 

rf*; . ix „ iz id, dx , 

77^ =°’ ^ TP- — f -TT'-*- ‘ ^ TJ =• ® » “ “ ~jr-l 

Ou pourra prendre C= i ; & , à caufe de «* = £ Jt, on aura pour déter» 
miner m , i’équjtion ~ — i a= o. En faifant » = A (u Jt 4 - i)* , on 1» 

changera en celle-ci -iL ( < ar -t- * ) ^ **”' — l = o , qui de-i 

. . ‘ ' y~. 

vint être identique , donne J a — i tsa ooua=j,&^*=>”V ~7"' 

Donc «=s j(a»4-i)ï 5c ATr=.-|-^-2^)ï (aar-f-i)''. 

Si on prend C<aax-t-é;à caufe de tt'B3C-<Y,on aur» pour déterminer a, l’équatioli 

— 7«*' ~ i.(«*4-*) TV -f“ 1 ea = 0. 

Soit « =3 <;( e »r -f- i) l’équation précédente deviendra î 

-^A'x(x — I ) ( (1 ar 4- i ) — i(x — i)b=o, . 

qu’on rendra identique en faifant jx — i3=ooux = ksm y Donc 

C=a;c^t,x^(^y(ax^ty, X xa i (-Ll)ï ( uar 4- 

( pS). Nous chercherons In forme que Ja propofée doit avoir p.our que fo» 
intégrale complète foit ç =a Cil 4- » Il 4* é'n' ; nous aurons dans ee cas le* 
quatre équations 
d' : 


dx' 


O, — A* 


d' X 


. A'r ~L ^ , y iLl 

dx‘ i* 


IL 

d X 
dX 

d « ’ 


d X 
•a X 


xdi 


iX 

X ' 


Si nous prenons C =: i ; à caufe de é'* s= e ;Y , le problème eft réduit à 
fatisfaire à ces deux équations 


LL 

i * * 


^ ££._ g 


»■ d' i- 




»T 77» -^^~~rx — =°’ 


foui 
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Pour cela nous ferons (Tes A ( d» i)^, d’oi nous tirerons 

f = h t- \{x — i)(aAr-+-A)** *, & que par conféquent -j- n* 

peut être que de la forme A'(ujr-+-A)*‘ — •, ce qui donne 

>1= f:k' (ax H-*).*—. Par ces fubflitutions, nos deux équations font changées 

en celles-ci 

-^h k' ( J X — ‘i) (3X — i) — * — ^^XB=o ^ 

-^A*x(x — i)-f-2A'(xx— i)=o, 
qui , lorfqu’on fait 5 x i = o,oux=f, deviennent 

k' k' -h = O , A» -4- k'*=o, ic donnent k=\ 

^' = -77 Doncv = 7 t(-^)' 

La valeur la plus générale qu’on puilTe donner à CeftC = «sr-+-é; alors « 
A caufe de t'- =x c X ^ on aura les deux équations 
t' i' U ^ ii- ■ i i' k 

— jTT-t-w/ — = éx — ®* 

Si on fait J't= A (ajr-i- A)*, il feudra que fort de la forme 

Ar^rt-sr-f-A)** — Ce qui donnera » = XrA'(eJr-*'A)' *“*. 

Par ces fubftilutions nos deux équations feront changées en celles-ci 

A-3A'(jx — i)(3x— — — i(>^ — 0 = 0 ; 

X ( X i)-Hi^'(ix 1=0, 

qui , en faifant 5 x — — 3 = O oc X = -^ deviendront k h — =e O J 

A' = O , & donneront A s=s \/ * , *' •= ^ ) • 

Donc x<= (ax+t)^, 3 ‘=Ç _ 

^ = &c. 

(319). Les recherches fur la propagation du fon ont conduit à l’équation 
fulvante 


ilL _ ■'* I 


aa* <iy‘ 


Jx‘ 


±_ /i 

X à X 


» K 


Partit II. 


Eee 




* 0 » 

D.V CAL 

c Vt- a I F P i R E If T T E 1 . 

qui n’a pas d’intégrales fucceflives , mais qu’on intégrera facilement en fuppofanf 
{ = C/^t » “f- » /' t » , C , B étant d>.s fonélions de x feul.' Car on tfl tire 
l'équation identique 

7^f-- 

dZ rf, ^ 

u-*-i r 

~ ax 4x ^ 


% dZ 

*4* C y à* 

^ d X* 

^ d H d 0 tt 

”^^a* du ““ X a‘ \ dy J 

t Z 

' d' X 

d‘ . 

*+• “ 57^ . 


Z d' . 
~ XX* T^’" 

Z f d.' X 
X i' \ dy J 


' 1 ; d X 

'"*-~rTr 

* d' . • V 


î Ty*" 


1 du 

^ V dm 

-+- "7"7r 


M 

(Sans laquelle on égalera à zéro les co-efficiens de f" : ». 

On aura d’abord pour déterminer &> IVcjuation ^ a a ; 

on pourra donc prendre u s= k a x\ &cfi l’on fait 

11 :=/' :(AT-f-av\/a)-t-ÿ:(r — a^'V^x), riiitégrale 'complète fera 
{ = C n -f- » n' , C , w étant donnés par 


d' e 


par 

iC 1 J H ^ ^ 

+"T -TT - T- = ® ♦ -57^ T TT — ^ 77 + — =® » 


dit‘ 
dt 
d M 


: O, 


On tire de la troifième * = -p ; en mettant ces valeurs dans la fécondé , elle 

Â Z Z e . c b 

devient -jj- V ~ T*" » “ donne C = — — —• 

Cette valeur de C ne peut faiisfaire à la première é((uation qu’en faifant la confiante' 
arbitraire è = o; de plue on peut prendre c = i; donc la prppoléc a pour in-, 
tcgrale complète 

î== — jî- — 

[/':(» -r- a J)' \/ i ) -f- ç :( x — a_y \/ i) j. 

( 510 ). Pour l’équation linéaire du fécond ordre, on tire des équations (i) 
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& (i) (n®. 514), en faifint pour abre'ger . 

X ^ ^ A m « C* ) — r I 
«• P = xC [x — S ) — » ( J -+• // I ) , 

r f = xAmfx y m Z S ) -+- « ( 5 -+- ff'i J, 

Or î< i/j étant les différentielles exaües qu’on trouvera en cherchant les 
faâeurs propres à rendre intégrables 
m Jy + dx , m dy 

fi l’on fait 

S ï= . . .T. 

-t- A' I : i H- il, 

Z= I /; a A' I /' : s -+- f’ I i ■+• 

-è- T 1 : -i -t- , 

la quantité xV m \ — iS deviendra 
[ A Af I OT A' — y# I ] y : s -+- 
[ aA?i ot A' — h\ — Ax's^ f. 

[ A r I ni — K I — / li]/"' : s ^-ATis/t’ + O'ss-i- 


sV\mV — il. 

On en tirera facilement les valeurs Ae p ti q ; mais on a aüfit 
P = -TT-/- ^ H- N. : s + . . . . 










à X 


4- iWi 




4 x 
d s 


y- 


S ^ 


^y-:,+ T. Jj-f. 


iVx 

iy 


iVx 
d X 


il ne s’agira donc que de déterminer les co-elTiciens A t , M t , B i , A’ 1 , Sic. 
au moyen des équations fuivantes qui font du premier ordre : 


d.\t I 

^y 

d Sft 


X C [x M i m y— Al] — X A i : 

% 

xAm\^xMxm y — Ai]-\-uAl€ 

A C [AiVl/TrA'— fli -.yils]-xBl=,r 

xAm[xNimy-Bi -.Ail] -f- « B 1 = r -t- Af 1 ^Lj, 
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A C l\Ttmy~.ki — /li] — Si 
KAm[\Timy—kl — 7li]+ »Xl =r 4-^ I , 

A C \KVimF-~L i] — îr[>Fi-+-£i] = y. 

s A m\t^y imV —L i'\-\- u\W I ^L \ ] = 

A 

O» aura de plus les deux équations ' 


iVi 


iy » 

ir y 

dx * 


\CKis = -^,Ti —,AAmKi 's=—,Ti £L: 

dy dx * 

qui, à caufe de A mm = C, toujours vraie par la propriété des équations du 
l'ecoiid degré, fe réduifent à une (êule qui renferme les conditions qui doivent 
avoir lieu pour que l’intégrale foit telle que nous l’avons fuppofée. Nous n’a- 
vons trouvé qu’une partie des équations propres à déterminer la valeur de 
nous trouverons les autres, en changeant dans les premières m en m' , fit s en r. 
De cette manière, nous parviendrons à déterminer les deux fériés qui doivent 
entrer dans la valeur complète de { ; la première a été repréfeiuée par 
Afi/:s- 4 -A^i/':S' 4 - Scc. , nous repréfenterons la fécondé par 
A/ Z P : r — t— N X f X t •+• 6tc. 

( ^zi ), Si l’équation du fécond ordre eft celle des cordes vibrantes 

=s , on fera 

dy-^ » 


A m I 


1 — X,m'=xX,y^ 


partant i = z. Alors en fuppofant que les co'efriciens font tous fondions de'jr 
i'cul , on aura à réfoudre les équations 


d -4tÎ- — 0 ,dAi 


X 

djii 


<1 X ,w J Bt MidX—iyitdx 

^-dMi,d-^^ 


lyii dx dX 

X ^ dx 
S l dx — » / \ d x 


^ dSt 
d K 1 + 


Ml dx 


X 

^ 1 1 dx 


) 




S i d % 


)■ 


X ~ X' 

xX.tdx=Tidx, , 

On tire des deux premières A i = a X, M i sm a x b , a 6t b étant des 
conOinies , ou bien A i = o &C Afi=i; nous examinerons féparément ces 
deux cas; en fuppofant X= (aap-|-è)'*. ' 

( 5ZZ ). Dans le premier cas , on peut fuppofer 
N l t l (ax-f-i) — /’l=«z(«x-4-è) — S;c. , 

Jdl = gi (ax-f-è) , Cï=gx(ax+f’)~ ? 

»«» 
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*t,gt , &CC, ^tant de; con<^antc;. Par ces fubnitutions , nos équations deviennent 
g I (i — c])-4-i=d , 

^ 1 -f- 1 = fl e J d ( 1 — d) d , 

1 flÿ 1 ( I — d)-f-iyi = fl<id, 

agi d)H-i?i =fl*«i(3 — ld)d-Hfl(id,' 

3<*S}Ô d)-|-an.i — fltid, 

•1T}(3 — xdJ-t-i5i=fl‘«j(4 — 3d)d-t-fl«id, 

• L ÿ /s = a t n d. 

On en tire par l’élimination 


1 — d 

= - -r^ 


4 t 


4 1 I 


-(•-d) ’ 

4—3** - 

C 1 — d)‘ ( 3 — id) 


Si 


îfl(, — d)* ’ 

(4 -3 <0 (6 — 3 * 1 ) 

» . J fl* ( , _ d ) ' ( 3 — î «i ) ’ 

-, &c. 


a . 3fl* ( . -d)> ( 3 - ad) 

& que d doit être une quantité de cette forme — , n étant un nombre 
entier pofitif. 

( 313 ). Lorfque y#=eO 6 cAfa=si,ona B = — i , &on peut fuppofer 
N = t I — '1 B= c i{a X b} — i(* — 1) ,.&c, 

C=gi ( flx-4- i )—• ‘-v>, 5fc. , 
ce qui change nos équations en celles - si : 

4 <i(l— d) 4 -i=o, 

^flfX(i <-id) — le=flcid, 
flgi(i — d) — i*=i4*tx(i— d)d-f-«<id,' 

*"^ 3 {* — d)-Hi'fi =3 4*«3(i — d^d-f-fleid, 

*'l'4(3 = 4<3‘'. 

d)-l-»«3 = 4‘»*‘4(ï — d)d + 4e3d. 

lgn=aaen J. 

11 eft facile d’en tirer 

• _ a— 3d 




( 1 ■ 


«t I — d ) ’ 
_i — 3 d 


g 1 


fl(i — d) (i — ad) 

d- 5 *! 

1 -»* ( 1 — d)» ( I — a d) 


' 3 =*= — 
Battu II, 


4 — 3 d 


»' 3 *’C‘“é)*(ir-»d) 


aj*(i — d)* fi — ad) * 

, &C., 

Fff 
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6l que d doit 5 tre une quantité telle que — ■ , ou n eft un nombre entier 

pcfiiif. 

( 5 14). On voit auflî que dans Ist deux cas 6ce. ; 

il fuit donc de ce qui précède que fi A' eil une quantité de cetie forme 

1 W 

(<r je-+-è ) , où n eft un nombre entier pofitif, l’équation des cordes 

vibrantes a pour intégrale complète 

î = Ni : s -4- p' : t ) -f». • 

-4- r. 

c’eft-à-dire que cette équation cft intégrable abfolument dans les mêmes cas que 
celle du comte RIettti ( n°. 403 ). Dans cet exemple , la propofée ne renfermant 
pas /f', nous avons pu prendre é. 1 = o , é' i ,= o , ce que nous ferons aulli dans 
celui qui va fuivre. 

(515). Dalembert , dans un mémoire fur le Calcul intégral qui fe trouve 
dans le quatrième volume des fes Opufcules , fe propofe une équation de cette 
forme 


J'{ 


JjL 

dx 


- • -- dx • " ■ t — 

OÙ X il X i font des fondions de A' St è une confiante quelconque. Dans cet 
exemple 

A = b ^ B=xq, Cs=o, ^=>0, C'=.A, K= Al , 


i/n‘-+-i=o, s =s ni y , szxx m m = — 1 m. 

On en tire, en prenant A k i Sc en fuppofant que X i , M i , B i , N i , Stc. 
ne renferment que x , 


u= 0 ,tr= — mA,r= A, A i = _m ,B i s &c. 

O X a M » 

On aura donc pour réfoudre le problème ces équations 

Al Ml -f- X X 1=0, 

au ' 

A I M I -H A-^^— O, 

du d X 

Ai Ai - 4 - ~ ” * ■ ^XB i= — AMi — iXi, 

d X 

A 1 A 1 4- -f* X = — AM I xXi, 

d K d * 

Ai F 1 4- 4-ACi==-AAi - ^Bl , 

d X 

Al F I 4- - ^ 4 - X — AA I — xBi 

J X d X 


t .... - St pour équation de condition \ K i -f A 7 1 s=>o. 
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-On en tire, en éliminant A 1 ^ B \ , 6ic. cette fétic d'cquation ilu fccoi.d 
ordre 


-+- X + X I M I ==o , 

^ X*- 0 X 

A’ I V A" 


-4- X —— H- A' I iV I -J- 1 -h A'.V 1=0, 

ax i X 

'ÜJlL A' 1— 4 - Â'i - 4 - A' *V , e^o, 

JM • J X 


dTi 


H- AT ri =0. 


& pour éc[uation -de condition 1 

(516'. S\ b= —J— , A.a , A" 1 := -L , on a CT s= + <i , Si les tqiia-* 

4' X JB * 

tiens précédentes deviennent 


d‘ A/ I 


é' Ni 


dM I 
d X 
d N I 


+ ^ 5 fl= 0 , 


d iV I i »f 


</ Af I 


-, ^ -4- ^/l=0, 

&c. On fatlsf.it à !d prenricre en prenant M 1 = .t* , £c x fera dor.né par 
l’ét|uation x . x — i -4- A x -t- r = o ; A la ftcondt en prenant A' i = r i , 
6 c on en tirera < i e= — * * * ; à la troifièmc en pre- 


nant P I = e 1 *1 
e 1 = < 1 — 


X - AH-i. 4 -A*x- 4 -i-+-i 

’ &c on en tirera 
( X I ) -♦- * 


A “t" l • A 1 •+• A • A *+» 2 - 

i celle qui renferme T i , en prenant T i =tnx^ 
« « = — e (n 1 ) 


6 c on en tirera 

J ( x^. n — t)-t- k 

■ A f X - 4 - n ) . 4 - i 


f X n ) ( X — t" X — I ^ i 

On aura pour équation de condition 

l(x-4-n)-f-A=o, ou ^ — -4- n ^ Ç — — n — 1 ^ = f. 

Si on vouloit intégrer de cette manière Tequation du n®. 519, on feroit 
ft — 1 , r = — 1 , 5 c on auroit n* -f- /z = 1 dont la racine poHtive eft « = 1. 
Quelque foit h 6 c i , toutes les fois qu’il réfultera de l’équation de condition que 
n eft un nombre entier pofitif, la propofée fera intégiable abfolument. 

( 517 ). Puifque d t hc d s font ce qu’on trouve en rendant exaéles les dif- 
férentie les m dy *- dx, ni dy -y- d x , on pourra avoir _v 5 c * en r 6t / , 6c 
regauler les co-efficiens Ai, B i , 5 cc. , Af i , Af 1 , 5 cc. comme (enflions 
de a 61 r. Cela pul'é , foit ceptéfeiuée par x la fuite A i fi s B if •, s -kr ^ 


» 
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pj'- T. «eue autre fuite i /: j- 4-A^ i/' : i -4- ?<c. ; «’il arrivo’t que la valeur 
de { dût renfermer des termes où la fonction a'iùtiaire fût eli-barraffée du ligne 
intégral , fi , par exemple , on avoir j ^ /t J l f: s Z , on repréfemeroit 
par k/ idsf'. $ celui qui devroit entrer dans .$ 5c on auioit iS’= b/« dsfi j -4- S. 
Alors, à caufe de 




AS 

As 


^fidsf:s^^,f:s+ 


<n 

77 

d X 




c =3 ^ S . ic de — m = o , on tirerolt des équations du 
d s * dy d* ’ 

B®. 510 . 

,pzz=\'-KCm(ftdsf\ s-^\'VCmZ — ^aCs •— 

aCs Çutf: s ^ — w (l -4- ^ 1 ) , 

cj=:A*^^»i‘f/T7i/;j^-A* y À m'- Z ms ^ — 

s A mt + »(l-4-/^ ij. 


Mais on a aulTi 

p^J±frdsf-.s^f^f^dsf:s^f 
,^J^frdsf:s^fJ±fJ^dsf-.s^r 
il fera donc facile de former les deux équations 


d, 

ày 

d s 

*77 


f:s. 

fis. 


dZ 

dj 

dZ 

4 M 


,t/T7s/:r — J'j^dsf:s-^H if.dsf: s=Tx; 
fX/rds/is—rf-^ fJ^dsfis -h ^tf,dsf:s=^CZx; 


dans lefquelles on a fait pour abréger 

y C m f — e -^ = P I , STB -* 4 - A C -J— J= B I. 

h^y A t — r =tf»» “X — A Am -jj- i = b x , 

^-A^rCinZ^B^+rpT^/; J + aCj (Bi/:s-t- -f-w(2M-rO=»rjl; 
»» A'f^iétn 2-t-r— -t-»,.T^'/:a+A^/ns — m(S + ^'0=^*» 

(5^8). 
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(jiS). On en tirera, en éliminant /*</ i/";, j , Sc falfant peur abréger 

xfrdsf-.s y" ^dsf-.s^ Fx. 

Au mayen de celle-ci, on aura frd s fis en quantités débarralTées du ligne 

• / ^ P 

intégral , i moins que -jj- ne foit nul ; donc r ne doit pas renfermer s. On le 
fera palTer fous le ligne intégral , & l’équation précédente deviendra 
^ C ^ "TT ) ^ ^ ^ i s^ y X I os c Ç r T — -^-î. ^ ell la difTcrcn- 

tielle de — tc p^^^ rapport i r & divifée par dt; ayant donc 

multiplié les deux membres de la dernière équation par de , on l’inté- 
grera & on aura fs d s fi s f~ F xd t. 

^ Celle - ci donnera fs d sfi s en quantités délivrées du ligne intégral , toutes 

les fois que u i -f- h i -j-j ne fera pas nul ; fit lorfqu’il fera nul , oif aura 
une équation de cette forme 

(.'•'Xt^-h*tifX)fsdsfi s = M 3 /: s ficc. 
qui donnera fs d s fi s en quantisés délivrées du figae intégral, à moins que 
“ ‘ P ^ ne foit nul aufli ; ainli pour que fs d s f : s ne puiffe pas être 

donne en quantités délivrées du ligne intégral , il faut que ces deux équations 


H X 


i t 


d i 

77 


!0, K Xf I 


Kl P x=ao, 


dt 

dy 


d t 

77 » 


aient lieu en même temps. On en tire, à caufede 
ê* '"fi = o,-ou A' F n/p(C — — 7 m* ) — . «■ ^ — m ^ = 9; 

^ f d > f d s d I \ d f ■ 

dy dit‘^ds\dy dM ) ~~ di ’ 


Mais 


• t d f C /! rn“ \ é $ 

ûonc — œ “ y m. Si on reprefente ccIIe-ci par — ~ x u ^ 

en tirera p=r«'’“''e: t; d’oii il fuit que quand l’intégrale doit contenir le 
terme pfsdsf: a, la partie de la valeur de { à laquels il appartienr, renferme 
une fonflion arbitraire de r, outre celle de s , fit que par confécjuent elle peut 
être prife par l’intégrale complète. 

(^19). Nous prendrons pour Iccond exemple, les équations linéaires du 
^roifième ordre par rapport auxquelles les équations ( i ) fit ( i ) deviennent 
2*ariit II, Cgg 


on 
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^ rn {^p -4— a q -4- C r ) -+- S -+- l r= o ) 

— a P — w q — » r - 4 » A m ( C* p' -+• D' q -4- V ^ S, 
Ayant fait, pour abréger, 
iN\ Jt éPi ii 

“77--+-^ ‘ 77 =“^^»"rf7“ + 77 = 

“77--^-^' 77 =^Î»-7T + ^ ‘ 77=‘P3. 
rfA-i i Ml is <//>i ., 

~jy •+* ~ 7 y 77 =^4. -TJ- 7y = ^4, 6tc., 

iNi ii*\ dt „ if»» .. is 


i SS iy i*' 

iN\ dMid, dPi „ 4i . 

d* ■*■ dsi dm~^^* d* ■♦*^3 dx — ^ 6 * 5 £c-, 

iti=xMi‘fis-i-Nifis-^-Pif\s-^, -4-ri /"' : s-^ Ftf 

on tire 


'^ 5 , — -t-A'^TT' 


« P î , 6 te. 




rfy- 
dy i 

à y ^ > 


d M l , « 

-T 7 -/:^- 4 -A^ 3 /:*- 4 - 

^ I k. <iy I 

-4- 77 = ^-*-~ 77 “» 


P=zx€^f:s^NAf:i-^ -\-T^f'xs 


i-Ti 


Tx 


i t 

JH 


*= 77 ^V:^ 4 -A^ 5 /':^-+- 


* rfy rfy 


)/(. 


■ i)' 


: / 


rf* y I 


-*- C 77 -♦* 


rf. Tl 


rfy* « 

„- 4 ,r 5 /"':i 

dt 


rfy 


4/ « 




W* Jlf 1 


i -+• ■ 


. ^ y( « - 4 - • )' : J 

rf* r I 


yax»Zj^/;s + N 6 f:s-+- 


dy dm » 

- 4 - 7 6 /: •' : a 

*+■ C ^3 77 


rf. r , 
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( î^o). Nous ferons 

J-+- 1 f"'‘.s-¥L i/> •-+- 'l'is-t-C i ; 

c*e(l-à-dire que nous lui donnerons un terme de plus qu’à j/ nous lui en donne* 
rions deux , fi l’cqiuiion ctoit du quatrième ordre ; parlant 

S^Âif.s -f- (i i I i)/':s 

1 4- I s 

-+-I r i/C-t-O' G! I. 

On aura donc pour déterminer A l, M i , B i ,Ni Ki,Ti^Gi,yt 

les équations du (écond ordre 


\ A m 


( 


d' M I 

«'y* 

A/i 


«y 


d' . d' M\ 

- - 777 T ^ " 77 ^ 

d' Ml . . rf’ A/l 

dJTx *+■ “ -dlT 


) 4 -ai^ 



A^OT(A^4-f-«A/{-4-CN6)-t*5i =*i O , 

<. JV 4 -f-»N 5 -f-«îA ^6 

Mrt{C N y ■+ ly N ‘i-^yNi)-i“Bi’^“A\s^O, 


1 = 0 , 


A m ( 7" 4 4“ I 

à> 7” 4 -4- ir 7" ^ _f_ ù T 6 ^ 

— A<n(C»ri 4 -Z 7 'r 3 -t- f'Ti) 4 -Âi 4 -/ii = o’, 
f'i . </• é'i ^ y y X \ 

~iy ^“■dydu'^^ ~d~P~ J 

d‘ y t . d' Fl ^ d' y i 
dydm ■+““ 


A A m 


( 


^y* 


(? I ^ I 




^ « 

On aura de plus ces quatre équations 
J. Tl 

AÀm [r» -^ 4 . _l 21 _ + 


<>r 




V. ri 


i M 


) 


^•Ti 




4 -c(J 3 4 .x,, 
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d-Ti 


<^y 




J-Ti 


é a 
dy 


du 


) 


77 ■* 


d X 




“+• L I — t- AT I i O O , 

dont la troilîème , qui n’eft autre que 

A mm — C'/nm' — Z 7 (/n>f-OT')K 0 ^ . 

eft toujours vraie par la nature de l'équation du troilième degré , dont « St m' font 
deux ratines ; il n’y a donc efTeélivement que deux équations de condition f 
pour que les fuppoliiions que nous avon; faites puilTcnt avoir lieu. 

( 531 ). Nous prendrons pour exemple l’équatioh 


ÉlS. 

d *• 


dx> ■»“’ 77 *^ ^ 773 ^ * 


A'i 

x' 
'f 


' d' 
dy> 


'+'"7 C“‘ “*■ ■^ 7 ^(* 7 «'"*'/‘ 77 ) 


fff 


= 0, 


où a, i, c , , h' , c , t , f, g font des confiantes , ^ u es h m iy , h , i 

étant aulii conAans, On aura m, m' , m' conftans , 

r=ff«^-+-x,iaB/n'^ ■+“*» r es m" y M , s =am' — m. 

Alors ayant fait a = — 1 , on fuppofera 

Afi=c(iu — ",A'i=raa — ; . . . T i=:t(n-|-i), 

A l = gl U—’ — *, B es g 1 ■ Ari=g(n-l-i)u“*; 

i I = ^ ( « -+• X ) " ” ' ; 

& par ces fubditutions les équations qu’il s’agît de réfoydre deviendront 
n , (n^-l) (tmj‘^-(em‘-f-é/n)i'A — A* ) « i = ' 1 , • 

[ n . ( n ^ i ) ( * i‘ 4- é' X A -p. a' A» ) — n (/i ^+-th)-^- g] eisxm 

( X m A ; 5 I , 

ffl 

* 

[ x: m X» H- ( e /n* im^ h i •— A*J ( )i — 1 ) xi e i — [x < ro m' x' (c xn* 4. A xn) 

( i -t- h m') — xA]/i< I = ^i, 

[n(n~0 


Oigitized by Google 


tT bv CALCirt IMtiCRAtî tiÿ 

[ « ( « — 1 ) ( c' «» ■+■ i' A ; •<<- «' A» ) — ( n — I ) (/i*+-«A)»f.^]«x — 

[«((lit' *+” h V) m' •+* b' ï li h') — f m — «]«!:=• 

^1, 

ffl M 

[c mi* -t-( f n>* - 4 -Am) i A — A*] (« i) (« — i) ej — [ xtmmi -fJ 

( c m* -4”A /tj)(i-4-Aot') — iA] (n— i)ti-t- ( c«m'* c OT‘ -t- * m ) w' 

— l)e I 

[ (« — i) (« — i) (c' «* - 4 - AA i-4- a' A») — (n — i) (/i t A) -f- g] 1 3 — 
[(/I— i)((iit'- 3 -AA')/»'^A'i- 3 -i«'A) — / /n' t ] < 1 •+■ 

t/n‘-*-A»n 4.«}cis= — g 3 H — gi. 


( t m ot' * ^ ( f OT* -3. A /n ) m' — i) e n = g n -f- 1 ) , 

( c' »«'* - 4 - A' nj' _3_ «' ) «« -3- (/m' l) = 

. g(«-t. l)- 4 - g(n^l); 

fft <ü 

” ~ g (n -l» 1 ) = c' m' ‘ ^ A' m' a. 

Lct deux premium ne pourront donner que le rapport deei àfi,Sc une 
dquatlon du troifième dejrd relativement à n. Une des conditions d*intA|rabi> 
llté fera donc que a, A , e , a' , b' e' , t , f, g foient tels qu’une des racines 
rdellet de l’dquation du troifième degrd donne pour n un nombre entier podlif. 
Nous remarquerons encore que la propofée ne renfermant pas de dernier terme IV^ 
nous avons pu faire C t &L y t nuis. Nous trouverions aulTi facilement les deux 
autres fériés qui doivent entrer dans la valeur complète de une des conditions 
feroit que l’équation du troifième degré dont venons de parler fût poflSble en 
nombre entier podtif pour chacune des trois racines f 7 % y ffi ^ fn de l’équation 
t as’ -f. A / 72 > _3_ < /n -4- I oK O. 


(531). Nous repréfenterons par Z l’une des fériés M if: s-h tf :s-{- &c. ; 
alors fi { doit renfermer des termes dans lefquelles la fonâion arbitraire f : s foit 
erabsrralTee du figne intégral , lî , par exemple , on a 3 = f f r d s f-, s -f- Z ; 
puifqu’on peut toujours regarder p, tSc toute autre fondions it st , y comme 
ne renfermant que r Sc s , nous auront 


s f : s -4- frd s f-, s -^fdt dsf\s-\-dZ. 
Soit d d (f r d sf : s f d e d s f : s -+• d Z' , on en tirera 

t ^ f r J I' ■ ^ ^ C* ^ J t • r I ^ ^ 

-£t. /i ; 

Parût II, Hhh 


\ 
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eut D I F F 

ÉRtNTrEL 

P = 

-^/Wr/.s-t- 

(rlL IL -hfA'J.')r±L d 
K. dy dy f dy'' JJ dt 

t 



f = 

±J-frdsf:s^( 

dydx^ \ 

d f dt d f dt 

dy d X dx dy 

4, , ±L\ riL 

^ f dydx JJ dt 


+ , Il Ji. C— 

" dy dx J d t* 

- dsfis -f- &c., 



Jsf:t 


• TT?- Tir') 


Ce faifant pour abréger ’ 
éy* dy dx 


-f- c 


f 

TIF =P*. 


it 

*y 


j't 


a. C ~ -- 

zy éy ■ '' dy’’ ’ \ dy ix 


df 

dx 


dt 

TT 


t 

dx Jy 


- » v 4 ;. - ^r: - A- ( c' +Z>" 41 -+-rf) 


d X 


fi. 


^7* iy*/ 

/■ d f à t . d^ f \ t f df dt d f d t , d* t \ 

“ ( " ^ ' TFy ’ Cl? TT TT 77 ^ ^?777 ; 

4 ^r 4 r TT 77 ) . 

les (leux équations 

A^m {f t frdsf: f -4- r I dsf:s-\-fTi J'J-^dsfi s ) 

^ xf\dsf\ s + &c. = O, 

t i/tZs/; f H- tx j ^i/: f f T 1 asf: s 

-+- sftJsfx s -t- 5 tc. = 0, 

dans lefqiiclles nous avons défip.né par xftdsfxs I? terme de î cof-erpondani 
à celui (le ou la foniUon arbitraire eû cinbarraifée du figiie Intég a!. On en 


<D 


! 
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lirm, en éliminant ftd s fi j, S: faifant pour abréger \ Am - 1 - 
(i P I — fx)ftJsf: s {tri — » 1) J'^^dsfi s -t- 

( i T I Tl 

(j)}). Si iM Tl n’eft pas nul, en faifant pour abréger 


= {/ 1 , on aura 


*M — M TT i't — rl 

K*'> — >■*) ’ r ^ ) 

Ui/fds/is^C/i J' ^dsf-.t + a/f/:s-t-&c. =30, 

& differentiant par rapport i r, 

,-K Jî^/i + to. n=o. 

Si n’eft pas nul, on tirera de celle-ci frd s fi s en quantités délivrées du 

d J 


figre intégral, k moins que , que nous ferons = c pour abréger , 

ne. renferme point s. Car en mettant c fous le ligne 8 t intégrant pat rapport à r, 
on aura Jr d s f : s en- quantités délivrées du ligne intégral. Mais l’hypothéfe 
exige que lÿ valeur de ^ contienne un terme dans lequel la fonéfion arbitraire 

foit embarralTée du ligne intégral il eft donc nécelTaire que ^ ^ foit nul. 
On démontrera de la même manière que ' doit être nul; donc U \ hiUi 

’ it 

ne doivent pas renfermer s , &c on pourra les faire palTer fous le ligne intégral, 
d'où rélullera cette équation • 

J -h dsfis^tic. = O, 

Or (n®. 176) 6 étant donné pat — ,/ • y i «_ ^ j 

er* Ji ' 

on a pour l’intégrale de Ç U x Ui r'^ t dt , 

la quantité fuivante fi ^ ^ 1 t — r ; 

di \ dt J 


donc l'équation dont il s’agit deviendra 

j I 8 _p_ ^c;-xfi_ -^^t] dsfis -|-&c. = 0 , 

qtii , élan' intégrée une fecrsnde fois par rapport â r, donnera ftd sfi s en 
quantités délivrées du figne intégral ; donc èr i — t 1 doit être nul : ài eom.Tio 


Digitized by Google 


i O. 


îltf • Do e ï L t V i »IFFiRlMTIE£ 

on d^momrera de la même manière que tri — ri, t ^ i — p i doivent êlrê 
nul» auffl, on aura trois équations que nous pourrons écrire comme il fuit ; 

é Tl Tl = O, tft — pi= 0 , é(n-Hrpi)-»»t — tfi: 

(534). Nous les changerons en celles-ci 
( h —— a ) "f- ( é et — “ v m -f» é C — S O ^ 


>7J4. 




(* — -) 


d‘-f» 

dy^ 


dx 
(é«- 


w) 


é/ dji 


.(éC — J) 


é»‘ 


\m(c> 1 :^ -\.iy -+- rpf)»=o. 

' rfy O* 

Elles font telles , que fi on repréfente par u une valeur de p qui fatis^ffe è toutes ; 
f=xu(fxt fi.^isfera auffi aux mêmes conditions; d'où il réfulte* (comme pour le 
fécond ordre n®. 518 ) que fî une des trois fériés doit contenir un terme dans 
lequel la fonâion arbitraire ne foit pas délivrée du ligne intégral , cette férié 
renfermera effeâivement deux fondions arbitraires. On pourroit fuppofer plulieurs 
termes où les fondions .arbitraires ne fuffent pas délivrées du ligne intégral , que 
même de ces termes font alfcdés du double ligne ff par rapport i deux fondions 
arbitraires , Src. ; mais nous ne croyons pas n^elTaire de pouffer plus loin cette 
difcuQion. 

(335). L’indéterminée ^ eft fondion de a: , Se on demande de leur fubf- 
tituer deux autres variables t Se u. 'On regardera chacune comme fondion 
de r Se u. Se bn aura 


11 

dt dy du dy ’ dx dt d x 

d{ d« 
du dx * 

'’e _ 

‘/‘î 

' du \l 


d l"- \ dy y dtdu dÿ dy V 

<dy ) 


d-t d^ • 

d t dy* d M dy*- ’ 


ê‘t _ 

dy dx 

d* ^ d t d t , d*- \ /du dt dt d u \ 

d t*- dx dy dtd»\dx dy dx dy J 

. «'■r 

^ du' dt 


, ê*/ Wf d' u 

dt dxdy du dxdy* 


é‘t _ 

V-4.1 -4. 

f i!L\' 

da* 

d»‘ \dxj dtdu dx dx d«* 

\dx ) 


d r . d { d* « 

^ dr da* ^ du dx' ’ 
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S'il ^toit quedion des équations linéaires du fécond ordre 
t _â_ r { ri' 

^ -7^ — 


*15» 


A B 


Le 1. c . 


dm 

n 


tt que /:t , ç:u (ufTent les deux fonclions aibiiriires de fon intégrale complète,’ 
on auroit 


A ( 

' dt • 

y H- B 

dt 


H 

' V — 0 

( 

V 

' . 

ày 

dx ^ 




' dm 

' <‘y ■ 

y -h B 

éu 

dy 






par lelquelles t Si u feroient donnés ; on feroit pour abréger 

dm d I du d : d .’t d I 

dy dy dm dy dy dx ' ~ dm dm 


dm d t , * 

1 --- — - =M. 


d' t 
dy'’ 
d'm 


B 
. B 


d' I 
d y dx 
d'a 


d' t 

dm' 


-t- cJ.l!L 

dy' dy dx dx' dy 

te par les fubDitations précédentes l’équation du fécond ordre feroit réduite à 
cette forme plus (impie 

^ ^ P ^ = fv. 

é t 4U t 

On trouveroit faeilement des fubditutions analogues pour transformer les équa- 
tions du iroinéme ordre Si celles des ordres fupérieurs. 

(536). Nous terminerons ce chapitre par la recherche des folutions parti- 
culières des équations aux différences partielles ; Si pour y parvenir nous ferons 
ufage des principes que nous avons développés dans les n"‘. 436 £■ fuiv. 

Soit l’équation f'=x o entre x, y, ^ te deux confiantes arbitraires m fie éyon en 

tirera -j'ç = O , «=s o , puis en éliminant ces deux confiantes arbitraires au 

moyen des deux équations précédentes & de V=o, on aura une équation 

ii- £l 

y 

l’équation f = n h x m h y , on en tirera — i , x=i m b , Si l’é- 

quation aux différences partielles -j-y = m ,à laquelle on fatisfera eh pre«. 

nant j = my , a Si b étant deux confiantes arbitraires. 

Punie II. I i i 


B' 


£' 


11 

dy 

d U 


C 

c 


d t 
d X 
d H 
d X 


'P, 


M _il<_ -a. N . 

didu 


entre * . éy'. î , 77 , 77 repréfentera par Z : 


:o. Ayant, par exemple. 
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Quand « & ÿ n’auroient point été conftans , le réfultat de l’élimination auroh 

^7 ^ f 

toujours été le même , fi on eut eu Ja-^ -jj- Jb = o. Donc en prenant 

pour a 6c 3 des fonîlions variables telles <]ue da-^ db = 0 , ficfubr- 
tituant ces valeurs dans = o-, on aura une équation qui fatisfera encore i 

Z = O. 

( JJ7 ). La manière la plus fiinple d’avoir da-^-^ d b = o , c’eft de 

rfr J, 

faire -j— s o &C =: o; on tirera de ces équations les valeurs correfpon- 

dintes de <2 & b , qui étant fubllituées dans y = o , donneront autant de 
folutions particulières de la propofée. Si , par exemple , la propofée ell 

i caufe deît=«jr-4-éj'H-A\/(i -l-fl‘-f-i‘)qui fatisfait à cette équation , 
on a 

d i ha d { ht 

"77 — * —°''7T v' (!-♦-*' “ ° ’ 

d'où l’on tire 


* V(*‘ — VC**— r‘) ’ 

& pour /olution particulière j = \/ ( A‘ — ** — ,v* ). 

En rapprochant tout cela de ce qui eft démontré n®’. 436 & fuli’ttr!S, furies 
équations différentielles, on verra que l’équation aux différences partielles Z = o 
ciaiu propofée, lï après l’avoir différentiée & fait difparoitre les fraâions, on a 

Md -b- N d -b-P dx ~b- Q‘fj' = o, M , Af, P, Q étant des fonc- 

rions connues & entières de * , ^ , î , -j— > , dont on fera chacune = o } 

on verra, dis- je, que toutes ces équations étant combinées avec Z^=ot 
donneront par l’élimination de -jy , trois équations entre ar , { qui 

devront avoir lieu en même temps; par conféquent, que (i ers équations ont 
un laéleur commun, il fera la folution particulière demandée , finon la propofée 
n’eri admettra pas. 


A 


(538). Si l’équation Z = 0 étoit telle qu’on eût par la différentiation 
d -b- b d -jy = o , on n’autoit alors que les deux équations A »c o, 
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B ts: O, qui ferviroient i éliminer -jj , d»n$ 7 = o, 6 c l’équation réfullante 
Aroic toujours la folution particulière demandée. 

L’équation + ( TT )* ] * 

qui devient par la dilTéreitliation 


Al 


-t- H- A 


</ V 4 y 


Al. jIl 

d X i X 


eft dans ce cas-Ii. On en tire les deux équations 
j't/[i+(7^)‘ + (77)“] 

qui donnent d’abord A 4-^ = y - 7 -^ ; puis -AL 




V(*“- «*->’ ) * 

rt k 


éx ' 

Donc fi l’on fait ces fubAitutions dans la propofée, 00 aura pour la folution 
particulière demandée î = ± ^ (A* •— x' — y‘). 


( 5 J9 )• fatisfiire i l’équation da -f- AL 

Al. Al 

à 4 


di sao, nous avons fait 


, —o; cette fuppofition eA trop limitée. En effet, A on fuppofe 

* = »••(«). l’équation ^dx-k~^ diinao deviendra — - 4 - : (e) = 0 ; 

au moyen de laquelle fi on élimine a dans l’équation f' = o , l’équation réful- 
tante de cette élimination faiisfera également à l'équation Z = o. Cette équation 
rélultante renfermera une fonâion arbitraire, fera par conféquent l'intégrale 
complète de Z = o, Ainfi étant donnée l’équation A' = o , qui faiisfait è Z = o , 
& qui renferme deux confiantes arbitraires , on en conclura l’intégrale coriiplète 
de Z = o; il fufiira pour cela de regarder une des confiantes comme fonâion 
de l’autre, &c d’éliminer cette autre au moyen de A'sao ({ de 

■77-^TÏ * ■ (") = 0 - 

Pour en donner un exemple bien fimple, foit propofé d’intégrer complètement 

, • , d Z d X 

l’équation aux différences partielles -jy = m , à laquelle fatisfait 

{ BS a -f- A (« + ,m^) qui renferme deux confiantes arbitraires a 6cfr 
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On tire de cette dernière équation ^ 

= «, 77 =*-+-™> îf Ja^ (x-i-my) db=:0, 

qui donne , torfqu’on Tuppofe t =z p: fé), ^' : ( i) -f- jr-f- my = o. Donc 
b &L a font de! fonâioni de x-^-my; &t par conféquent a-b-t {x-^~my) eft 
une fonction de la môme quantité que je puis reprefenter par Z' : ( ar -4- my ). 
D’où il fuit que ^ = F : ( x -t- my ) eft l'intégrale complète demandée, ce qui 
s'accorde bien avec ce que nous favions déjà. 


( 540). Si y=o eft une équation entre x, y, ^ 6f les cinq conftantes 
■t! pourra déduire une équation aux difféiences partielles du 

fécond ordre. 

F.fant donné, par exemple, = e^- 4 -Aat*-t-g*j'-}-mA_j'*j 

on en tirera 

Vf 1 ^ t 4 ‘ r 

— -Jjr = 1^4, 


dy 

d Md y •> ’ du 


é‘ t 


1 1 A , 


f f 

Sc l’équation du fécond ordre 7Jï" •= t” ~d~x^‘ 

Nommons Z' = o l'équation du fécond ordre qu’on tirera de y = o en opérant 
comme nous venons de faire. Mais cette môme équation y ~'o ferviroit à trouver 


■ d a 


dM 

£s 

à X d a 
ày i A 




is. 

dk 


d-h. 


TTdl, *♦* Tid~c 


de» 

de* 


ixdh 


dh 


iy d h 




d y à t“ ' ‘ d y d h “ i y d ( 

qu’on fera chacun égal à zéro. Avec ces trois équations on éliminera deux dex 
différentielles; puis dans l’équation réfitltante , on égalera à zéro les ct^efFicicns 
des différenitelles qui refteront. De cette manière , on aura trois équations qui , 

d d ^ 

avec y = O, — — = O , -7— •= O , ferviront à éliminer les ■ cinq conftantes 
* d y ' a X 

arbitraires , St il réfultera une équation entte x ,y , { qui fera la folution parti- 
culière de Z' — O. 

. f X I 

( 541 ). Soit à préfent Z s= o une équation entre x,y, 77 > 77 ot les 

deux conftantes arbitraires a St A ; on en pourr.a dcouiie une équation du 
fécond ordre Z' = o. 

En efitt , fi la propofée eft 77 ~~dx~ ““ ^ ^ ^ y 1 tiret» 

*' X y X 1 f f _ t . 

t=> n t , ——r — nx -- t* =» A; 

fie 


"i/* ”” ” dyix iyd% 
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ET DU CALCUL INTâCRAi: 
Ce par conf^quenc l’équation du fécond ordre 
<<’ t 


dj- 


, d'- î 

77J7 


i 

4. « n -T^r = O. 


Je remarquerai que l’équation du fécond orîre 


^ ^ — — L ÿ -L 5J3 O étant propofée , fi on nomme m 8< » Je* 


rfy* ““ * dyd* ^ rf 1 
racines de l’équation r*-— yrfr 4 « 5 =o, on aura 

_ m = 44-éjr-t-/jéy, &C, en permutant les deux lettres m &C " j 

-^-L ^ .ii R A 4- g AT 4- m g^. Au moyen de ces deux équations du pre- 

mier ordre , on trouTera une yaleur de { qui renfermera cinq confiantes arbitraire» 
& qui fatisfera à la propofée. 

Cela pofé , pour tirer de Z t= o la folution particulière de Z' =* o, on formera 
les deux équations 77=>o, ^ o , au moyen defquelles 61 de Z = o, 
on éliminera a 8t i , & la réfultante fera la folution particulière demandée 

( 541). S’il l’agit de trouver la folution particulière de Z = 0, fans coït- 
Boitre Z = o ; de Z' = o , on tirera par la différentiation , 


Md 




d y dm 


& on fera M = o, A'=o, P= 0 , Q = o , Ces cinq équations 

rf* r rf* { rf* C 

feront- combinées avec Z' c= o , en forte que > dxdy ' e «* ’ “'‘P**®'»". 

rf r rf t . , 

fent ; &c il réfultera trois équations entre » ~Jÿ' ’ TT avoir 

lieu en même temps , ou qui devront avoir un faâeur commun pour que la 
propofée fuit fufccptible d’une folution particulière ; ce fafleur commun fera 
lui-même la folution particulière demandée. 

11 pourroit arriver qu’on tdtdZ' = Ad Bd -^~C d -jjr ; alors 

les trois équations A = o, B = o, Cx=o, ferviroient à éliminer 

JlA. _^lL. /li. Jjnj Z' = o ; 8t la réfultante feroit la folution particu- 
rfy*’rfyj**rf»* 

lière demandée. • 

Enfin ayant Z = e, on trouvera facilement l’intégrale complète aux premières 

d Z d Z 

différences de Z' = o. Car ayant fait -j-^da 4 - ~jj' <f è = O, fi l on fuppofe 
è a=p : (u) , on aura 4- -jj- p' : ( u ) =ss o , laquelle fervira à éliminer « 


Punie II, 


Kkli 


• -V 
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dans Z SS O , «|ui alors renfermera une foiiâion arbitraire , &( fera par confëqucnt 
l’intégrale complète demandée. 

r . f r 

Je prendrai pour exemple j-p- — A ^ û7^ O, à hquc’lf 

fatisfait -jy — m = » -f- è ( je ^ n^' ). On tirera de Celle - ci 

-ÏT = ' > ~ r ■= * + ".j'r P*f confequent e : (n) =» 

Donc a, è Sc a-t-è(*-H n_y ) font des fonctions de ar -t- ; & on a pour 

l’intégrale complète demandée -jy — m-~= /•• (* +• ny]. Si on fût parti 

d f d T 

de -jy — " "JJ = A -1- £ C * H" '"j) * on auroit trouvé 

^y — — n = F : (x-f-mj'), Ain(î la propofee a deux intégrales pre- 
mières complètes qui ferviront k trouver la valeur de complète de { , &c. 


CHAPITRE VI. 


Des ÉQi/ATioNS différentielles du 
SECOND ORDRE ET DES ORDRES SUPÉRI EU RS, 
CONSIDÉRÉES COMME ÉQUATIONS AUX 
DIFFÉRENCES PARTIELLES. 


(543). To U TE s les équations dilFérentielles du fécond ordre peuvent 
£tre repréfentées par — ^ — d n — o , /a étant une fonâion quelconque de 

û X 

K , y hi ~V Soit d 1 = -Él- -^-L dy ; on changera de cette 

ananière l’équation différentielle en une équation aux différences partielles 


dM 


JLC H- ^ O. 
dy ^ ^ 


On doit voir que toute foluiion de l'équation aux différences partielles qui 
renfe mera une cnnftante arbitraire, fera une des intégrales premières complètes 
de l’équation différentielle : une de ces foluiions qui renfermeroit deux conllanres 
arbitraires, donreroit ,"cn faifant chacune de ces conllantes fucceflivement nulle, 
les deux intégrales premières complètes de l’équation différenticilei on eu tireroit 
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encore rintëgralc complète de l’èqiution aux difFèrencet partielles , par la mé- 
thode que nous avons expofée (n*. ;] 9 ). Mais de quelque manière qu’on par- 
vienne a intégrer complètement l’équation aux dilférenccs parriclies,on aura { par 
une équation qui renfermera une fonâion arbitraire ; il fera facile d’en tirer 
deux équations particulières , qui feront les intégrales premières complètes de 
l’équation difTérentielle. Le cas le plus fimple eft celui où /x = O, 6c où l’équarion 
aux différences partielles a pour intégrale complcte^y — ar^-+-/:^ = o;on en tire 
7 — A { = a ,[-=t , qui font les deux intégrales premières complètes de l’é- 
quation différentielle -j— j— = o ; 5t , en éliminant y bx= <t, qui , i 

caofe des deux confiantes arbitraires <t 6c é , en eft l’intégrale finie complète. 
(j 44 ). Mais je remarquerai que fi l’on donne à la propofée la forme 

Cî -4-. = o, 

« , C , K étant des fondions inconnues de ^ telles que 

je remarquerai , dis-je, qu’on fatisfera à cette équation aux différences partielles, 

en prenant 

où t eft le nombre qui a pour logarithme l’unité , è une confiante arbitraire 
6c r, X d’autres fondions inconnues de x, Pour que cette expreffion 

fignifie quelque chofe, il faut que les différentes quantités fous le figne J foient 
des différentielles exades; c’eft-i-dire qu’il faut que l’on ait les quatre équations 

fuivames, dans iefqucllet on a mis pour C fa valeur .17 .f- : 

im i m . s 

TT *-, — “--ïr 

-Jf f'" '■> 

H- L «JU. . 

K. i* 


-.X parconféquen. 

, = 0 , -V— -4- -V— ==®5 l’o” mette enfuite ces valeurs 

dy CK dy di 

dans les deux dernières des équations (c) elles deviendront 

A A 1 d • A 9 i * A % \ à • A 

d;i7-^-T~^ ' ’^ ~y T 

d' A d • Ak 

tâTâT-H = =®' 



(i).. 


<(x‘ 


dx 


dxd{^ 
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On tirer! de 1» fécondé de celles - ci >< « = f — d { — I -4— ^ » 

du d M 

k étant une fonQion de », ; &c cette valeur de > ■ étant fubftituéc dans U 

première, on aura 

-r •'r + r/i^ ■'< = •; 

Cette dernière équation étant différentiée deux fois pour faire difparoître les deux 
fignes d’intégration , dorme 

, ,, i' J , d' À d'.^f. dJ 

-7rT7 + t -,zir 


rs. . é /î d • j 4 U. ^ J f d A i à A J ^ 

Donc C — “ î-ÿ-— ’ 

fl l’on fait = O ; & cette autre valeur de > ■ étant fubftiiuée dans la pre-i 
nrière des étjuaiisns (é), elle deviendra 

d^ A , d'- A d*- A d^ • A /I d^ • A H d* A pi - 

(<).... h 1 T -f- r* — — T 1 r-^ — O. 


'■dxiy ’ ' iy' d * d ^ '■ dyë[ * dy 

Les équations {J) 6t ( e) font celles que nous avons trouvées ( n*. 463 ) ; 
en fuppofant que A fût le faâeur propre à rendre d ^ + fi. d x uxe diffcrentielie 
cxafle. 

(546). La propofée étant 

11 


dxd[ ^ dyd[~^ 


dx 


ày 


où a , C , V font des fondions de » ,^' feulement ; li nous prenons pour y lâtisfairé 
pous aurons pour équations de condition 


dr 

dy 




-4- a «4 


dx ' ’ dx . ^ 

Ces deux équations donnent 

_ d‘: __ _ /•«. _ / r J. \ dr é(C- 4 -r) 

dx’ dxdy dy' dy ^ ^ jy * ~jZ ’ 


où l’on mettra pour fa valeur — JjL. , & on en tirera 

dx 


dx' 


d' : 

d K dy 


dy 


dy 


— c 


dx 


d X 


dS 

‘‘y 


Dore r étant tel que nous venons de le définir, la valeur de { qui renferme 
une coudante arbitraire , fatisfera à l’équation aux diderences partielles , toutes les 


fois 
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fy-ii qu< les «'qiîüîÎPns de condition aiirent Ittu en irdme temps, 5< fc-a a'ors 
l’iniégr4> preiivicre complète de l’éqimtion ditTércnliellc correlpondaiite. Il en 


faut excepter le cas où i 


</; 

*y 


feroit mil, 6c que nous allons exanii* 


rer ( n“’. 471 (y Juiv.) 

( 547 )- Si je fais -4- e es p , je chatigeraî les équations de condition du 
n°. précédent en celles-ci i 


= 


*y 


IL 

^y 


À X 

J 2 


*y éx 4 

Or ayant tiré de la première la valeur complète de p , qui renfermera une fonc- 
tion arbitraire de x , 6c l’ayant CubUituée dans la fcconde , on verra aiféinent 
que comme celle qui en réfultera doit Cervir à déterminer celle fjnélion a bi- 

traire , elle ne pourra être vraie à moins que i ne foit nul , 5 c qu’on 

n’ait en même temps Ll -4- « i 


7 Ll. — L. for.éiion de la feule variable x. 

‘ -tx 4 


Ainfi dans le cas dont if s’agit, ayant pris pour p une fonûion de x, qui fa:i-.f-d’e 
à l’équation (/?) , on aura pour foluiion de l’eqiiaiion aux drlîetences partielles 

_/ [ (f — — )</x — «dyl f 

t=‘ [“—/* ' * fx‘^*+^f-+-?)‘<y)]; 

& cette folution pourra renfermer deux confiantes aibiiraires, car U fufnra d’en 
ajouter une en intégrant réquatioii ( ). 

(54S}. «Soient B (n K deux fonéiions de * ,y , { » fuppofons 

—— Jx-i dy -4 dx 

éx J y •' 


dB 


dK . 


éK 

à M 


ix ^ 


dK 


dy 


dK 


dy. 


dy - ■ dx, 

cela pofé, fi 5 -t-F:fiC = o,efi l’intégrale complète d'une équation aux dif- 
férences partielles du premier ordre ; en dirtcienliant cette intégrale deux fois , 
l’une par rapport à _y , l’aiiire par rapport i x, 6c en éliminant la fonction 
arbitraire, on trouvera que l’équation aux difierences partielles, à laquelle elle 
appartient , efi 


t^i^_dP^ dB /dj^ 
dy dm, dx dy uj V Jx 
dK fd P 

~dx \ dx 

>iais , ayant multiplie l’équation 
J'artit II, 


dy dy dx ) 

l‘l _ == O. 

dy ay dx J 



par un fifteur P', 

LU 
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C on la compare à la précédente , on aura les trois équations 

JK iB 


•'l 

dK 


dy 

iS 


dx dy 


dK 

<'{ 

<nc 


f— 

W» 


d K dn 


d K 

dn _ 

dK d B 

dy 

— -ir , 

A X 


di ~dx 

dK dn 

=: S' a , 

. 



dy d X 




Ÿ , celles que 

Yoici , 




, d dr . 

— 77 ( 

<dK 
< dx 

, dK' 

’+■ î â- 

) = o; 

dn\ 

d B , 

fdK 

dK' 

\ =0. 

-^■7: J -jÿ\ 

K dx 


1 


(5^(9). Nous fuppoferons 
B =s:,/7J ^ •+• m I -t- 

Kas -q- Âf 1 ' 


l 

Mx 

î 


ÜLl 

ùil 


iÿ--t-6cc.; 

«4 

J» 


6tc. 


où m, Af, m t , M t , &c. font des fondions inconnues de x ,y. Ces fulirtitu- 
tioni étant faites dans la première des équations que nous venons de trouver, d 
faudra qu’elle ait lieu indépendamment de ^ ; c’eft pourquoi iï l’on fait pour 
abréger 


dx dx 

dM 


dMt 

I ■ 

dx 

dM 


X xxd m X 

roi 

dx dx dx 


— M 

i-Mi 


dmt 

~d 7 ' 

dm 

77 


■nt. 


ro^^-il/'"L’— roii£d-»-Jlfil!L? — iroj 1 j ^ « j , 

dx dx dx Ux ^ dx ^ ’ dx 

_dM 4 _ 

dx dx dx 


dx 


en en tirera 
M 
M 
M 


dm ' d X 


d , n X d tt% % 

— îro 4 -- ^ 3 iW 4 ^^=n 4 , 
&c. 


d m 


dM 

=S0,A1 

dmt 

dMt 




dy 

— m 

7y 

"ij 

— ro — — 

*y 

sa 



d m \ 


dM X 

— Afi 

d m 

d Af 




ày 

— m 

dy 

dy 

^roi 

S9 

n I ; 


dm % 


dMx 

-Af 1 

d m \ 

4M\ 



d M 


— m 

d y 

*y. 

-Vro 1 

^7 


iro 3 

*y 


d m 

IJ 


:/*i; 
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,'Jm4 éM 4 im\ JM' 

fri —7- ■■ — m — — M 1 “7 — •+- tn 1 ~~TT 

dy iy iy Jy 


JMt ,, Jmi 
d Ai . dm 

-t-3'”4— - — 3^4 77="J.' 

JMt ,, Jm% JMt JM% Jmx 

"77 77 

dM\ ««> 

-4-3«4“j7 — Î^Mt^ -+-4^Î 7“— 4^M7“ = '^4, 

&e. ; 

c» équations entre m, M, m i , M 1, &cc. font abrolument indépendanies 
de 

( 550). Je paffe à l'autre équation 

dH JK ■ JS JK f JB JK JB J K 

dx dy dy dx ^ V dy dy dj J * 

, , „ dB J K JB d K ni nx 

dani laquelle 7— ■««-»- -{ — f. 5tc. 

t dy J\, dx, dy l î* 

De plus, fi nous convenons de nous fervir de mM. pour rtpréfenter 
i m d ht d m d M ^ ^ . •/lAa- 

TJ* — TT* "jy OC ainfi des autrcsquantitcs de meme rorme, nous trouverons 

\dS dj^ ^ dj^ ~ m lit r' + (ml M -t-mMi)T-^inxM-hmtXlt -f« 
dy dx d K dy 

m Âl l-+-(ffJ 3 iV/-+.n»lWl -q-miÂfi •f-mAf}) { — ' ( /A 4 A/ -f- 

m J M I -4- m 1 M 1 -+- m l M J -h m AJ 4 ) ç — ‘ StC. 

11 fera donc nécefiaire de donner à /a cette forme 

& alors nous aurons cette autre fuite d'équations 


m SJ =: a. n , 

TOlAJ- 4 -/ 7 iAll = «ni -t-Cn, 
mxM-^mtSii- 4 -mMxx=x n x C n t -4- x 

M -4- m X M i m i Mx-\- m M 3 = « n 3 -4- C/i x -+• «ni t-n , 

/«4 ;Üf -4- m jAf. trt X A/ X OT 1 Si 3 “ 4 “ ni M 4 — « n 4 ^ ^ 3 « n x ^ 4 " é' n i 

~+- I n , &c. 

Or e éfint le nombre dont le logarithme eft l’unité, fi l’on prend ar i , Afi 
atx, A 1 , Ne. pour rcprélcnier des fonctions d- la feule variable ar & x' 1 , Af"' i, 
ad X, X' X, £cc. pour rcpréfeiucr les co-efiieiens de dn dans les dilTérentielles 
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(le ce! fondions, ^:c. on lire.-i de ce! d.jualions fc de celles du n®. piéaêJent J 

/ji = df je s , ‘ ^ -A i ; 

p: I = » I d/ iH-(d/ i) m~^x'ifMdy, 

il/ 1 = .V i -t- y ( c iw — 4 t ) 

mx^x X Mx-¥{Nx) -âV ( * 3 ’ 

Il X = e--^- [A J [« ‘ ^ ‘ 4v ( -Jl! 

m 3 = J» I dl 3 H- ( A' 3 ) • . . • ÏF f * 4 +yX « ^ ^ ^ ^ ^ ^ 

^ ^ ^ ^ 4 .W 1 M H- I « X ^ 


(x.jV3 + -~)+« 


JM i 

4 m 


Mi(^Mix'i^ ) — C » X 

n I )] ; 

1 r /V w 4™* 
m4=**.A/4 + (d^4) Âïï 

• -* iflil 1 

-♦-^^3-?7'— »”3 -77" ‘'•y J’ 

^OTSÂ/ i-3-mi/i/x-i-OTi A.'î 

+ !?( J-- - '-S' ) + *•"> Vd —M, («..■. + '-^) 

&C. • V 

Il n’eft p*s néceffaire de poufTcr fltt! loin ces ferles pour découvrir l’ordre qu elles 
doivent fiiivre. Ainfi l’ériuarinn différentielle du fécond ordre propofée aura pour 
intégrales de l’ordre immédi.itement inférieur 


M{ ^ AT I 4- “ -4* -t* + Scc. — a , 

axi-\‘N I -*-^*♦•^'3*71^ 4-&C. = é, 
X ti i étant les confiantes arLitiaires. 


(îsO- 
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f 55! ). Les arbitraires » I , A’ I , 6ic. fcrviront i rem;»lir les COP'^i'ioni 
récrive: à chacun <ies probité nés qu'on pourra propoUr. bi , par eauiip.e, on 
dcinaiKloit les cas où réqii.ition 

J -H f ( -+- B — O , 

a pour inté :n!ei premières compté es 

iM J -t— A/ I = a , m { -+— m I = é , 

& pour intéj-ale fi ie c unplète a ar i Ni ^3 b , les formules précédentes 

donneioient pour coiiditioiis 

1/ V I <1/ d M t w 

• — -t- K I AI I = O , = B Al , ou 

a X ti X 


M X 


t tXi J Ÿ-dy)x‘i- i] U</j = o, 

- f-i?- "-r ) -h 

4 > < ' — J ) - ^ J « ■'a' — 

Ces condnions feroient par confé<|uent que 

' - ^ 4f “• 

fulTent fo léli- ns de la feule variable x. Nommons ^ 6c r ces deux fonélions , 
nous aurons 

ir'i-|-at'iA!’i = o, p = - ^ * — , . 

Al * 1 

e^, -îf --¥f =o.Xz = BAf— 

& commè B Af — *0 évidemment fonéUon de x feul, 

ces quatre équitions ferviront à déterminer xl, xi, X i , X tout eft 
réduit à trouver A* i , au moyen d]^nc erjuation linéaire du fecot d ordre. 

( 551). Toutes les équaiio is dilTérenticIlcs du troifième ordre peuvent être 

repréfentées par </Z- 5 -/u = o, /a étant une fonclion quelconque de 

{, d[-=Z; à cette équation difTércnticlle , répond une 


*>y, 


“y- = 

dx 


équition aux différences partielles du fécond ordre 


t 

rfx' 




J X a y 


^ dy 




Je fuppofe que cefe - ci ait pour intégrife ç«airp'ète de l’ordre immédiatement 
inferieur /?-*-/’; A = o , on aura d'abotd la transformée 
i'attit II. 


M m m 


DtTT'EREKTIl'. L 
^ J fi iK J K é ff \ 
V. rfy rf J d x *'{ y 


<! 7 

rf X 


»3« Du CAICWI 

rffl J_K JB d K 
4 y d X a X d y 

/dB é K 
\ rf { 

i-î C 11. 

• \ d i 

r d n jK 
I dZ dx 

\ d X dy 

à laquelle on comparera la propofee, après l’avoir multipliée par un fafleu'rŸ, 
& on en tirera 


d n 

LIA 1- 

-1- f 

rf r> 

d K 

d fl 

d K 


d s 

“{ d nji 

^ l 

'dy 

d / 

TT 

dy 


é K 

d r; 


r 1 

1 

1- 

U 

t __ 

i_ h. 

H 

dZ 

~ d Z d 

i Jd 

\ dx 

• ' d*xdy 

“T“ "7 

X dy 

J ^ 

dP. dK 

-è- 

f . 

JB J K 

rf f 

JK 

)] 

U X *d d 

^ dx 

\ 

a ~Z rf ^ ~ 

dl 

~dZ 

rll. 

^ dy 

f rfr 

■^("77 







«z^ 

rf A 

JK 

éK 

JB 


d t 

Z dB 

dK 

JB 

J K' 


dy 

iZ 

il Y 

dZ 

H- 

rfy 

i-dT 

dZ ~ 

~dZ 

d{ 


JB 

JK 

dP 

dK 


1± 1 

C dP 

rf K 

dS 

d K- 

dZ 

dx ~ 

d X 

~dZ 

-H 

dx I 

\~d~. 

dK ~ 

d{ 

dZ . 

fJL 

JB 

JK 

dB 

JK 


d 3 

f dit 

J K 

dB 

dK 

~ dy 

dx 

dx 

dy 

*4“ 

a X 

^ dy 

d i ~ 

dK. 

d > 






, 1 

d{ 

f JB 

JK 

d K 

dB- 







J y 

V rf;' 

d X 

d{ 

d X 


Nous défignerons par dj7, dèé des dilférentielles prifês en ne fail'ant varier que 
X , ^ nous aurons, en éliminant ■* , ces deux équations 

(-L- àK.drZllL\ = o, 

d Z \ d X d \ J à Z \ à X i y 


dË 

dy 


il 

rf J 


f il il 

~iy' \ dx dx 


il 

a X 


dK 


r) 


JB d K 

JP d K \ , • 

d-K dy 

-jY "rf\-" ) 

_ r JB dK 

dB dK 

^ l dy àZ dZ éy 

. rff ZdB dK 

dP 

dy V *i âz 

rfz «î yj* 


Z' 

El 

Z* 


ma 
Z* 
M 4 

Z» 


-4- &c. 
-+• Stc. , 


(553)1 Nous fcppoferons 

£ = m Z m 1 ' y — “f" 

jr = W2 + 3/.-i- 

& f lifant pour abréger 

m d V/ MAmx=ndx,mAir\ — A/ d m f =» rt l (/* »' 

rr; d .'f i — A# <1 m 2 — /nadAf-f-Aé 2 dOT=/» 2 </*, 

^ l'.ïd ■» 3 — OT2 d A/l -f- Af 2dm I 

— ils' cl /« 4 — m^iM^-^lIxàm^ — 2 -/r ’il .V i -*-l J/ ; Ain i 

— 3 m I M ^Ani .Xi n^aXy 
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nous aurons ure fure d’erjiutions , defquelles nous tirerons, en difîgnant 
parjP , J, r, J, f, &;c. des foiiâions arbitraires de x , ^ feuls, 

m =pM, mi=zpM I -f-(A'i) . , . . y ^ ApfMd^, 

('•-*-//« 1 </0. 


(554^- Soif encore fait pour abroger 

'(/ rn rf M 


J m 

dM 

d n d M 

4 /y 

a X 

d X dj 

d m 

dM 

dm d M 


dx 

dx J ( 

aurons 


dB 

d K 

dn dK 

dy~ 

dx 

d X d J 


~ mJ\f^ 


4 1 <«7 


dm dM 
dy rf{ 


(mil;). 


1 il / 1 ) Z 4 . /n 1 JÏf 

-f-xs I il/i4-;n J 

-t-(/n4iU 4- WJ A/i -f-OTiA/i-f-m I ü/i 4. OT A/4) Z~‘ 4- &c. 
d B i K d B d K 

“</j" 77 ~ Ty' ~d^ = (m A/) Z‘4 -[(ot 1 A/)4- (wA/ i )]2 4 -(m 

4 - (_tn I A/ 1 ) 4- ( m A/ 1 ) 4- [ f m J A/) -4- ( my. iJ I ) 4 - ( m i A/ 1 ) 4- * 
( m Ai 3 ) ] Z ' 4 - [ ( ta 4 A/ ) 4 - ( OT 3 i V I ) 4 - ( /« 1 A/ 1 ) 4 - ( »/ i A/ 3 ) 
4 -f atA/4)] Z~* 4- &c. , 
d^d K _ d B d K 

d X 


“ TT -57 = t ^ ^ ^'^3 -3- [ ) 2 -f- 

_ [/n I A/ 1 ] 
[ ai I A/ 3 ] 


[ta a A/] 4- [ta I A/ 1 ] 4- [ta A/ 1 ] 4- ( [ta 3 A/ ] 4 . [ta a A/ 1 ] 

H- [ta II 3 ]) Z~ ' 4 - ( [ta 4 il/ ] 4- [ ta 3 A/i ] 4- [aiiA/xJ -| 

4- [ ai A/ 4 ] ÿ Z ~ * 4 - Atc. 

^Ainfi le premier membre de la fécondé /quation du f n“. ^53 1 deviendra 


m M Z* 4 " ( ai I A/ 4- a; A/ l ) Z 4 - 6îc. 


±L 

d K 


[ (mM) Z* 


[ '' ta I A/ ) 4. ( a; A/ I ) ] Z 4 - &c. ] 4_ — ( [ ta A/ ] Z* 4 ^ 
([ [ ai I al/ ] 4- [ ta A/ 1 ] ) Z 4 - &c. ) , 
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fa valeur Z -+• 7 -^1 
J 

?JC. 


fa valeur Z •+• j 

- m Afi ) Z ^ 


, ce meuihre dcviendr» 

( m A/ ) — 


) ] Z* ^c. { î [ /» A/ ] 

^ ( ,'(1 I J/ ) .-4- I m A/ I ] 


m A/ Z* -f- ( ffj I /l/ -) 

[ ( m i A/ ) -+- ( m AI 

limM )) Z'^ -f. f [ /n I al/ ] 

î (/n.l/i ) ) Z - 4 - &fc. 

Pour abréger nous reprélciite ons dans la fuite par [ m AI J l i famme 
par [ m I ü/ ] ceci — d AI J ” — — î — d m i , 

dx d[ dx di ’ 

&£ aliifi des autres quantités feinblables ; de cette manière le premier membre 
dont il s’agit prendra la forme fuivante 

w/ < 1 / Z * -)- ( m I AI -H m AI I ) Z icc. ( m A/') Z * [ ( t" • 

H- (. 7 : 71/1 )]Z‘ — &IC.H-^Î[ [mil/] Z‘-|-([mi iV] -H [mAIi]jZ 
~t- &c. ]. 

( 555). Pour former le fécond membre de la même équation , nous remar- 
querons que 

é/Kdn âli iK , 7 _. . 

T2 7l-~Tzd^='^-^’'^^ 


&c.. 


ÏA' 
ù %i y 

•¥{AI 


itn\ 


UiH ^ (m in ^ m—^ Z ^ m - 

aZ ii y d 'Z iiy dj dj J dy 

dM\ , — , f djn^ 

Z— -H&c.; 


d m\ d Mx 

dj "* d} 


M 1 in 

dj 


ini)z- 

djJ 
z/l/3 


dMt 

dy 

dm ^ 


dMx -mr dm t , dM\ mf dm 

J} dj ^ dy * dy ^ dy J 

& que li nous reprefentons cette dernière quantité par 

J Z - 4 - A -4- A I Z ' H- A 1 Z * -f- 6ic. , 
nous aurons pour le multiplicateur de /a 

.•Z_4_A-4-AiZ-‘ -4-AiZ-’-4-8>cc.- 4- (n + ni Z“'-4-niZ~* -t- 8tc.) 

dj 

Il fuit delà , qu’en développant ju , fi nous pouvons lui donner cette forme , 
uZ* + CZ 4 -«^_/Z“’- 4 - .Z~! -4. 5 £c., 
cc fécond membre fera 
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• • H- -t- ah l , Z -4- 6tc, -4« 

•+■ ci -f- C h 
~h K i 

-4-<tni .Z + &C.]. 

“t- C/l -4- Cn 1 

- 4 - U /I 

?*^ii!jufer',"nôu’r~auroiî$*p7Vmlérêmênt'’"“' mie nou» vennne 

[OT/V] = a«,[miily]_|_[m/l/l] = «ni_ 4 _e/ij 
[/ni y)/] - 4 _[OTiil 7 i i] = «m -f- Cm 

6cc. , dcfqueiles nous tirerons, comme dans le ( n“. J50) , 

Af=, «/-•'tyr, Mi=aQ 

"3 = “ C /yV-H ( . : ^ ^dyr) ( [m 1 3f , ] 

-f. [ /n I iî/i ] -f- ^ d/1/ ^i«A’ J ^ «iVid/Wi 

— « y1/x ( yi/i d/7 H-di^i) — C/ii — eni)]<yj], 


-t-[mi^/i]-|-[,„,J/ 3 ]- 4 -^d.l/(}.Ar 4 - 4 . 1 j^:i) KArjd.l/i 

in ^“^’'''3(^-^«d/.-4-d7Vi)-j-^„A'idJ/i_^ <ti)/i(y1/id/7 

-4-dAi) — C /13 — K/ii — •)]</{], 

&c. , Q , if , &c. étant des fondions arbitraires de je , j/ ajoutées en intégrant. 
Secondement nous trouverons pour éc|uaiions de condition 
{m M) = — i a , 

(/ni M ) - 4 . ( m j[l I ) ^ m ijÿ — h a — 1 C , 

{m l .V) + (m I Ml) M i) = m i M^mM I — A 1 « — A C - i , 
(/«3yiy) -4.(/nial/i)-4-(OT Ii)/i) -t^ (myj /3 ) = /iiyl/_ 4 .m, yi/i 

- 4 -mal/l — Al«— AlC Au— •ij'. I 

&C. * ‘ 

If- N „ „ 
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( ^^6). les arbitraires P, Q, R, 5 c. fervironr à remplir le condition» du 
prob.dine. Si , par exemple, on demandoit les cas où l'd^uacion du troiAème ordre 

J Z -4^ a. Z' -f- C Z — t- H = O , 

ê 

a pour intégrales de l’ordre immcdiatemeat inferieur 
J\I Z -4- M i = <», m Z -4- m i = f. 

On troBveroit pour conditions 

1 s.r t r » 1 » 

Mai» avant d’aller plus loin , nous f tons remarquer que n étant une fonâion de 
» I > » î » transformer ~ d/nJ^ en J~ Andi^fd^J ~ d^. 

dfndx 


r- fl- 1 r ^ dfndx fdn d/ndr /^n. 

En effet, àcaufede = y 77*^1» 


dj 

on a aufili 


on a 


i , , /' d n , (' dn 

•j^d/n</i=y / "dJ 

Soit dfn d [ = dn d[-4- K , on aura en différentiant par rapport 

à J , 5c effaçant les termes qui fe détruifent, d K s= d^ J -jj- d d’où 

R=fdl J^d[ 5c dfnd[= J dndi^fdi f -jy d^. 

( 557 )■ cicius nous occuperons d'abord de la première équation 

d m 1 = « , qui devient 

^ d d m) ) dxdxdi=,Mde; 

5c de laquelle on tire, en différentiant par rapport i 

dj L V dx ^ dx^ ^ 

i d/.a; (C-^d/.d,l)p_(c— jy.d;)^dP 

+ Tir ■>■ '’] [ (^ - tV * 
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Soit fait pour abréger 

"fj -4-«- — -7- dC + -j^dd/«</î — 37tl/«<fî^C — ^ = 

C— T^d/a d[ = I , 

ii I rfdf.rfr * ,, . t . 

TT~T 7— 5ÿ *-—Ty—K 

en difTcrcntiant une féconde fuis p^r rapport à r . on aura 

V hy + - 77 -+■ « ^ — J Tÿ ) Tx- — 

/ r* ‘'ï + î ( 77 j 77 77^ .ddf»H- 7^ =0. 

(558). Prenons pour exemple le cas où 

,« = 0 ,C = <rîH-.,« = 5 T{' -f- fî* -I- rf-H T, 

tons ces co-e(Ficiens étant des fonéiions de x ,y~ Alors l’équation précédente 
devient 




d-tP 


laquelle en donnera deux , dont l’une Jf—L 

dy' dy 

pour intégrale complète P = x i k \ _(-xi/(-t,xi,ari étant des fondions 
arluiraircs de a: , li par k t , k x on entend deux valeurs de P ‘qui fati'faiïent 
à cette équation en regardant x comme confiant. On mettra dans l’autre aclA'l 
pour /*, 6t on en tirera 


dj( ^ * dx dy 


t- tP 


-4- ixP = 0, aura 


J» I , \ 

=(ÿi) 


, ^ - X llLii _ -H X, , 

^dxdy dy dx ^ 


tkl 3 


é k I 
d' P 


^ 0 . 

dx 


rp; 
d* P 


On aura de plus .ASL. »= , P — - ' ■ 

- dy d X 

dont la p'emière donnera Q= X i -i- ^ ÇrP — -h -7^ ') 'O' A 

6 i comme celte valeur étant fubfiituée dans la fécondé , il en réfulte que 

X'^^rP— — Vj'. 

J V dx dx* dx' J 

il efi donc péceflaire que ce fécond membre différentié , en ne falfanf TarieP 
que y , foit égal à zéro , ou que l’on ait 

d-rP ' d-rP d'.,P~ 

dy dx jix' * 
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On mettra dam cette équation ar i A; i pour /* , St on aura 

ar'l (, 


( d^ kl • « A 

d X* dx^ 


k 1 


f • r A 1 d • rkx \ 

d X dy ) 


d*kt 

dm' 


d • ik t 


r-tl) I (3 


dk, 


■tkl ) -J- 1^1 =0. 


dx ■ ^ - w 

Il faudra donc que ÿi St que les co-efficiens de * i , a' i , x' i , divifés par kl} 
dans l’équation précédente , foient chacune fonélion de x feul. 

d . p 31 1 -+- dj — ^ d àpfM — \tMpdx , 

i caufe de pMi= Qp -t- f{CMp — d.ili^) -+- J Màp"^ d^} 

peut être divilëe de manière que 

À. Q_p “t* d J'{^Z Jü P — ^ d . HIp )</{ = « AT P dx , 

d K 


J\i~x '[-h 

Or on tire de la fécondé J à p f ATd{ =* o} 

ou î = ^fdi/Mdi,À laquelle on ne peut f..li$faire qu’en prenant j 


=o 


f)C P fonflioa de x feul. Quant à la première, elle n’ift aii're que celle-ci 
d .1/ 1 = V AI d X , en y mettant P p pour l ; ou en tirera donc des confé- 
«tiiences analogues pour le cas particulier dont nous nous fouîmes occup-s dans 
l’article précédent. On prendra P p = x i A z , St il ot reluLera une valeur 

de — qui fera celle de Î-.1 en y mettant k i pour k i. On trouvera de meme 


X x P = O, qui fatisfalTent aux équations de condition 


X I 

« 1 * XI 

une autre valeur de Q ; St les équations de condition devront avoir lieu pour 

k 1 comme pour k i. Ainlî ayant deux valeurs de P tirées de l'équa ion 

^ ^ • TP 

dy' tly 

on aura deux des intéarales premières de la propofée. Il faut excepter le cas ou pour 

d P 

une de ces valeurs on aurait TP — 3 — ^ — == o , St que nous allons examiner. 

(•^f-o). Dans ce cas on fera T i St p i fera donné par 

P dy 

l’équation . ( 1 J' -f- p i ) -f- ^ ^ — =3 1 . 3 x , 

on en tirera une valeur de p i , ou deux valeurs , li les fu'ollitutions de lè 1 St 

dp 

k X pour P rendent nul en même temps / i-* — 3 - — . Alors en repréien- 

tant 


Digitized by Google 


■ T DW CÀLCUl INTiGRAL: 


*■17 


de «■' * 


ày 


tint par H i , H i la deux valeurs de correfpondantes aux 

deux Vciletirs de p i , on aiiroit P =z. x i Hi-i~xrHx,tile refle du calcul 
comme ci - dudus. Je pall'e aux équations diffcrentiellss du quatrième ordre , 

•uvqutlles, ft l’on fait ^ <J i = Z , ^ J Z =, Z', répond l’é. 

quation aux différences partielles du troifième ordre 


JLs. 

û 




, r« ^ t 
^ ^ dxdj^ 


l' 


</•? 


_ , 7 ' 

dxdj ‘ dy'- J dj 

OÙ fi eft fonflion de x ^ y , Z ^ Z' 


Jy> 

M == O » 


(561 ). Si on repréfente par if /T =s o, l’intégrale première complète dé 
cette équation y B te. K feront donnés pat 


dzlTZ-^^lJ-^^-dl-^^Tz) — 

‘‘B ,'dK dK dK^ dK\ ^ 

77 \Tr-^^ 7 T-*-^TT-*‘^ 7 Z) = °> 

iK dKdx dKdZ\ 
■'iZ'J\dj'^de^dj'^dZ dj ) ““ 

(iJL f' _i_ 

V<r* d Z J ^ d J iT { d J dZ dy y 

«ffl dK -\ i!L iK\ 

dx \‘dy di dy d J d x \ éy d Z dy 7z ) 


. ^ ^ fl A rf J? \ ^ ti ^ é Z à { J Z"\ 

\ dZ dZ d [ J \ dy a X d x dy J ^ 

Mais nous nous contenterons d’examiner le cas particulier où Z'*^rs^ 

^ Z' ^ N , m , n, AI, N étant des fondions de », j-, j , Z, Alors 

en tirera de la première équation 

dm d M 


éM 


) 


if ^ - - if + ^ 

& par conféquent micxAI Py P étant une fonâion arbitraire de 


dZ 

d n 


dP 

<iy 


.ziAV 


P dftit il^ O O O 
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On transformera l’autre équation en celle-ci 


.M 


Z'' 


f4f( 

iM r 

iz L 


ip 
d * 
àZ 


' dP dr 

\ 

dZ , 

f dP 

dP 

il_ ' 

■•^77 dx 

J — 

77- ( 


■ 

dy . 


dP^ 



/ dP 

(77 + 

‘‘X 

dx ) 

— 

d X 

V dy 

“ -T* 

n I dSl 

dN 

f dp 

d P 



M dZ dZ 

\ày 


dy) 



i K. E M T I 1 L 


àP 


, [ 11 . g 1 . V P 

dM \dx'^didMjj à * I M dy M dx 

( 


^11— lli^ L i P fUl I±W r 

~ Al I» I M i Z àx \ <t ] ^ d [ d} yj ^ 

n 1 
~M 


JLL i!:î P ^ 


M 

d N 


f> \ 
M 


dM 


£± 

d_N 

4 Z 


I 

i K 


dZ 

d P 


dN 

dx 


il 

d m 


)]+#’ 


o!i la caraftériftique d défigne une difTérentiene prife par rapport aux trois varia- 
bles * J, 5t où l’on a fait pour abréger 

dn ijLi± — P (ilL .>r — ^ 

dj d i dj \ dy di éy J 




:n 3 




d R , d n d ^ __ „ y dN di\’ 

~7T 77 TT V77 d^ 

dn di dn ^ / dN_ d^ dN_ d^\ 

dx dy ~~ dy dx \dx dy dy dx J 

4M dP m if, £i ( iü LL iflLL') 

dy dx dx dy dx \dy d^ d ^ dy / 

<1 f / dM if_ iü i_P 

dy vaj dx dx d{ 

Sc aînfi des autres quantités femblables. 

On prendra /u = a Z'‘ -+- CZ' -4“ x ,x, C , x étant fonflions de Jf , y, { , ^ ; 
& ayanpfubftitué cette valeur dans le premier -membre de l’équation précédente, 
on la comparera terme i terme au fécond , ce qui donnera 

/LL = 

dZ r * 

^CM— ^ 
dZ dx 


_* d M &c 


d iV «m f 
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f, q ^‘ant des fonflioni arbitraires de ^ On aura aufli 

« = <2-H//-‘'^[(C-^d/WZ)yri» - ^^à,pP\dZ. 

— A n sssH P P ^ ^ . 

4 * * 

• I C A i, 

En faifant les fubftitutions convenables dans r^quacloii — d A^3= 

d M 

on en tirera 

^ iq=upJ‘‘‘^ ^pfJ-‘‘^ dC — d d/« J 2 

^ df.dZ(C- ^ d/.dZ) ] dZ I [ JL — 

4. (C- ^ d/.^x)] p-*--^ 

I + \f Ÿ,- ) -y-ï ( 4 ^ ) H ^ ^ 

^ JL d/r/.^‘“'^(C — " AApfJ^^^ dZ 

ù X d X d U” 

'-A dZ dZ; 

<t* a { •" ' 


&c difTérentiant , en ne biifant varier que Z , après avoir fait pour abréger 


j: 

L>- 


(f 


.(f^d/a.z) 


Jf.dZ 

‘‘K. 


(C— ^ Af*dZ)^h, 


^ [p ( — — ■+“ « V — J— d C — f” AAfadZ— — L Afnd Z 

'■ \d^ àx a** dx 

d/.^Z))— ^^d;r(C — -f^d/a^Z)^ -^-,AAp^ 


^/J-^^l,p^^iC~^^A/xdZ^f^dZ + ,fJ^dZy 
— (j^ -f-î rj"- dZ-\dZ -t- ^ A Jj- fJ‘^^dZ 

\ dx 'J 

• ^ fTtf^'“‘^dZ dZ. 

“ü ^ 

On fera encore pour abréger 

J; -+- .« - d C d dA 2Z — ^ Af^dZ (C- ^ d/a rfZ) 

C— ~ AfxdZ = I, 

d X • 

Sc une fécondé différenciation donnera 


I 
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(S + • « - *) ' - '-/-TT < -î;-) ■ 

— ( . / + ^ (ii + , /) +y’-|i iz + , ^ Z ) 

A i^=«. 

( j6x). Si l’on Aippofe 

» = o, C = fZ — I , t> s T Z* ■+' f Z* r Z — T f 

l’équïtlon précédente donnera 

P d • f'p , 

^ = 

3 

* \dKài 


- ‘' ■•-LL iJ-ii { -£ii>.+i,. = o; 

d[ dx ^ -r- “• 


\"'*"v -j-x' “t “ ■• 

Soit kl il kl deux valeurs de p qui fatisfafTent i la première de celles - ci , 
en regardant », y comme conflans , elle aura pour intégrale complète 
/> = ^iiri-t-itiira,où?ri tcrri font fonélions de je , y feulement. On 
mettra dans l’autre kiwi pour /> , Ce de cette manière on en tirera 

-rrV(^ + <"^)=(-) : 

/ Jt I , d^ k t \ é*ikl d*ikl d»ikl 

J C-7777 


dy 


On trouvera enfuiie 

</ f i-i'f 

TX^'f’ — -dir 




d'tf 

— i-ir 


J‘r 

T^r 


éx d y 




«'/* 


'v.. 


rf f d X , . 

77 + ^-dT=’^^' 

Ayant tiré de la première - ' 

fe=>,r3-H -4- 'ÏTt- dd» I ) 

OÙ A'= _d^i, 

&c où d déligne une différentielle ptife par rapport aux deux variables m 6( y , on 
mettra cette valeur dans la fécondé , &t on aura 

^àwi~Tklwi— J [j^dA'.iri + ^d»l — JTtddvl-é- 

^ ddd»l — ^[77 


d 

k 

d a* 


h -T — • — ■; — -yr d JT 1 — 
d y dx dy 


^ï. 


I d k I . , . , 


.(j^ddat) 




j » 


ou 
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oii /'■B r ^ I — d ■ • I -t- ■— id-tkt , k' =Z ,ki — ~~ d t i. 
Celle-ci ^tant didirentiëe deux fois par rapport i ^ , donnera d'abord 

= ( —Tl ) »i--4~d»iH- 77rdd,i —, 

^ddd,rl— ^ 


■^IT^ jr 


iy 




puis l’dquation 

( iH‘ dh'\ ( êV ii‘ \ t , /r, ,,,v 

C'Ï7""T7) — TT 


<*c 

’dkt 

l 


iy 

d d d V I 


d( 

' _i. dal ) 

V 

dm J 


• 4^1 ^ = O ; 


^ X 


1 

*77»" 

\ WW, d • r k l 1 

o^x H TT «i * • 

( 5 <$) ). Lorfqu’on aura XSCt-duIs, , fonâion des feules variables xi y Sè 
• = <» { -4- A , r = < î* -fo/î -*-g , T = />çs-4-y{’-4-rî*-f.s^-t-/, tous 
ces co-effieiens de f dtant fonâions de * , ^ , fi Ton prend k 1 = i , comme 
alors le dénominateur 'i' i fera nul , il faudra que ^ sx= a , &r il ne s’agira plus 

que de déterminer d v 1 d’une autre manière.' On fera ufage pour cela de 
la dernière équation qui donnera 
* S w t d * t ir t 


dy> - 
d^ w I 


8 


d X dy‘‘ 3 


dy* * d y 
d* • hx l d* • a 1 F i ^ 

d X d y ^ ^ â y 


— 3 =0» 

d • f X \ 


d • t ir t 
d X 


• 6jw II 


■oi 


d’ i r I d' - t T t d' • di I 

^ du' dj î 


d • f * l d • g TT i 

—d~--^^— ir»i=o. 


d * dy d 

Si nous défignons par Hi ^ fifi, -^î» valeurs de w i qui fatlsfafient 
4 la première, en regardant x ctomme confiant, ejle aura pour intégrale com- 
plète wl = ^}> 

ar I , jr X, X } étant des fonflions de x ; en mettra x l H i pour * i dans lea 
deux autres , qui deviendront par-là 

PmiU II, P P P 
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d-fH 


fHi d-t H i S, 



id J ' à J 

On trouvera eiifuite 
dir\ rf-)fv 


à X* à X à y / 

V 1+^ — «*I=C 


^ iT l — . , 

d J d M 

d’oti il fera facile de tirer 
»■ i = A’ -f» C ( r T 1 — 


J' • h T t W 1 

é w 

du^ d** * 

dx 

d-fxi , d' • b X t 


rf» "* <f*‘ 

</ *» 

<#'•«»' ^ </*•*»! 

. _ £J.L ) dy . 

" 4»‘ ' 4«* 

dx* J“j' 


fc comme le fécond membre de celles! ne doit pa< renfermer^ , on aura ^ 

/' d‘tHt d.tHx . d'-fH\ d'-bHi 

— Tj 77 ~dT^ à^' J 

■/ „ J-tHx d^-'bHi , (,xi. ' 

,0^‘ — 4^77!-;* -3 


rf« H I 

d X 


» Tx </*' ^ dx' J 

^ « {^hH\ — \ ) *"' I -4- 


d .bH t 

dx 


I x^ I 


Si nout repréfentons les trois équations que nous venons de trouver par 

il fera néceffaire que les co-efficiens i,ci, &c. foient fbnfKons de ^ 

jt feul alors une des équations donnera ar l & cette valeur devra fatisfaire 
aux deux autres. On trouveroit des conditions fott difFécemes , fi au lieu de 
prendre A l =a i , on le prenoit = 

(^^ 4 \ Ayant propofé l’équation aux différences partielles d’un ordre 
quelconque 

JL ^ Z' «t Z'» -i- cz' -f- U = O ; 

a X 

où « , C, H font fondions de * , y ; <î on lui fuppofe 
pour ititégralc première complète eiiî’-4-n -i»/':(AfZ'« 4 -A) = Oi 
^ aura 
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N=q-\-fJ‘^^ [{C— ^ÀUdZ)p-^àp']dZ, 
„,= J-“‘^pP,nr=qQ-^fJ‘‘'^[(C-^Jf.dZ)pP-^A.pPjdZi 

da'H ceî va'eurs de M, , m, », les leltres p, P, q,Q défignent des fondions 

arbitraires de x 'Z bi d des didérentielles prilcs par rapport i 

ces feules variables. 

Si on vouloir intégrer par approximation l’équation dilFérentiellc d'un ordre 
quelconque , eu celle - ci ^ d Z' -+• fi. = o , daiu laquelle ft eft fonûion df 

X , y, I Z f Z' , on fuppoferoit 

B = m Z' m I “H -l- - ^»t ~ “f“ f 

K =iMZ' - 4 - .V I -H 4. -ÿ- 5 tc. ; 

Ce il ne feroit plus quedinn que de déterminer ces co-efüciens , puis de tirer 
des deux intégrales les valeurs Z' par des fériés convergentes , ce qu’on feroic 
par les méthodes connues du retour des fuites que nous développerons avec qucl- 
qu’étcndue dans le chapitre VIll. 


CHAPITRE VII. 

De' l' INTÉGRATION DES ÉQUATIONS AUX 
DIFFÉRENCES FINIES. 

( 565). Ca ONDOR CET , dans le volume de l’académie de 177O , a donné 
les équations de condition qui doivent avoir lieu , pour qu’une fonûion C aux 
dilférencts finies, d'un ordre quelconque, &t comprenant un nombre quelconque 
de variables, foit la différence exaûc d’une tonÛion de l’ordre immédiatement 
inférieur. 11 eft aufft démontré dans le même mémoire, que ces équations feroicnt 
celles qui auioieiit lieu entre les vatiab'es, fi C n’étant point une différence 
cv.iâe,£C devoir être un mjtimum ou un minimum. Voici une manière bien 
fimp'e de parvenir aux mcihcs réfiil'ats. 

Pu fane pir rhy;ioilièfe C eft la différence exaûe d’une fonûion de l’ordre 
imm'-diatement ii.féii; ur ; nous aurons, en nommant B cette fonûion qui léra 
di i’ordi e n — 1 (i , comme nous le fuppofons , C ell de l’ordre n ,• nous auront , 
dii-je , di SS duB a= ( n". 1 17 j i^dB. 
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Wm J B Jx-t — t-E. 

à d X 


^ ^ */ A* X -H 6cc. -^tE dy+ 5tc, &c. { 


d X à J^x ' d X ’ 

ainfi pour trouver a d B , il n’eft queftion que de chercher la difFérence finie 
de chacun des termet du fécond membre de l’éq-iaiion precedente. Or fi on veut 
fe rappeller que la tiiffiérence finie du produit pq de? d.ux quantités p hi q, 
efi égale iqup-^p^q-q-^p.Aq; on vena ailément que 


A , dx l 

a * 

A.- dAx 

J à X 


d B J t d B J , X. ^ ^ J 

A , dx -h ^A4T-4-A — , dAx X 

d X d X d X ’ 

A EE- . </4 * -4- ^ ^ (/a* X -t- A - fE . , dA'x, 8fc. 


4 A X dAx 

On aura donc celte fuite d’équations 


dAx 


dt 
dx 
d C 


= A 


dn 


^AÜ ^ A 

dAx d X dx 


dit 

dAx 


d: 

d A’’ X 
d! 

dA' X 

• • • • • 

d: 


^ H 

dAx ^ 
dB 

d A' X 


dB 

dAx 


dB 

A‘ X 


dB 

d A^ X 


dB 

d A^ X 


-E E— - 4 - A _ 

dA’ — ‘x ^ dA' 


dA'x 

Ces équations donnent évidemment 
Ji dB . 

dx d X * 


dB . 
T=-r- . 


A 

A» 


rfC 

dAx' 

dZ 

dA^x 


dx dx • d^x 


à- B 

A — + A* -5 

d ù X d A: 


dZ 

il 4 -tA il 

dx ^ * dx 

4 -îA‘il 4 - A* 

^ 4 - A“. 

dx 

d A‘ X 


dZ 

. »A^ —A. 

dZ 


* dAx 

d Ax 

d )Ax 

. 

. - - 


_£L 

d A'^ X 


' 

• 




• 



EJL.S 

dA’x » 


-tA-, 
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a ^ • I . ■ 'ï — * . 

4 ’ " S3 “ , - /I A -f* • — ' A * — 

a L X dx lix 1 d X 

— A _ f « — I ) A» 

d CiX ' • d 

. , 

►ï-n. JLZLL. JL^». 

1 3 4 /x d^ 

— (;,_,) JlZll A. _ ,_A»^Î- 

4- 4- 4-A’:r^ 

»» 

^ rfA*x * d^'x 

&(C. 

La dernière équation eft une dei équation; de condition demandées ; on trouver» 
les autres de la même manière , &c il y en aura autant que de variables. 

(565). Maintenant, C étant toujours une fonâion de l’ordre /s , on demande 
les équations qui ont lieu entre les variables, lorfque ïC doit être un maximum ou 
un minimum, La nature du problème donne (p®‘. 1 17 & fuiv.) fïC = ï tC =xO, 

Mais tC= jLl. t X y * AiTx-f. ~ A‘ J'x-f- &c. &cc. , 

dx dAx ^ rfA‘x ^ 

car é' A ar d A J'x , <T a» x — - a» J** , &c. , comme nous l’avons démontré 
dans le n“. 117. De plus, par un théorème du n°, 118 

1 A ;>x == -P- fx - Z fA -/.i- .t'x’'), 

dàx dAx \ d^x J ’ 

X A‘ é'Xd a;>X — A -i.*— ,lx'+ xfA‘ • 

dA-x dx' x d A' X ^ \ dA'x /* 

tic. Sic, On a donc , en n’ayant égard qu’aux termes qui (b trouvent fout le 
ligne X , l'équation 

X ;>X _ A . j'x'H- A> . /-a' H- A" é'x-' &c. ) d O ; 

\dx dAx ^ dA*^x — dA'^x J * 

qui n’eft autre que 

• { ( • - [*£]'•""' V' ± 

“■ 3^.) } =”■ 

Or fi les variations Ix'’ , S- y *' , tic, doivent être indépendantes les unes des 
autres , on trouvera , en égalant à zéro , chacun de leurs co-efficient , les 
équations de maximum de minimum , qui feront en même nombre que les 
variables. 

T mit //. Q T <1 
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II fuit du théorème tlûmor.tté n“. 1 1 1 quî 

^ I ■ rf • 9 I ^ t , fi « *1)^* 

n A --- H- n 1 1 - A" , 

</jtJ tix (ix 2 (t X ü.r 

[ fi % I ii 9 / .\*t ^ I , I .1» fi ^ 

^dA-J . ^a 7 -< ^a:^' 

fA‘ _iL 1 '“-*>' = A JlL H /i- , 

L fi xJ t_ f/\*x d X J 

6 cc. Donc, ea faifant les fubfllîinlons convenables ou aura 

fi O fi Z ^ ”“***i'^* Aii'^* 

^ ;z A U n . .4. «1, A" 

4/ X * fi X 2 </ X , * fi r 

— A , f/Z — l) A' -p — A*» , - 

JAx «Ax f/Ax 

H- a‘-'^'-h- + a-J!”_ 

^ rfA‘ X ^ ^ f/A’ X 


± ~,'’Jr- = 0, 

4/ A X 


qui eft une det équations He ni.irimitm ou de minimum. On voit ?u(Ii que cette 
équation tft une de celles que nous venons de dt-nionirer devoir dtre identiq le^, 
pour que C foit la ditïéiciice euél:e d’une fonâion de l'urdre immédiatement 
inféiieur. 


(567). Toutes les queîllons de mtximis 5 c mintmis relatives à la pré- 
cédente , pourront toujours fe réduire à trouver la variation d’une fontlion tt 
qui n’eft donnée que par une équation aux différences finies n = O de l’ordre n. 
Soit é’n = aé Jw -+- fiAé'T “H C A* «Tîr -I- &CC. -f. Ailx .4- N a fx -f-r 
P a' fx-t- Sic. &c. = O. ' 

Je multiplie cette équation par un fafteur ÿ, 6c je trouve 

Aj’v-t-C'i’ A* /«■-». 6(c. 4. M* fx-i- /r’-t mfx -t- P -r A*Jx-f- 
&c. 5 tc. ) = conffanle , 
que je transformerai facilement en celle - ci : 

X([ >éŸ]-' — [ A . — >‘- 4 -[ A‘ . Ci') «•-*)'— Uc .) S - x ''. f 

^ B f'fv — A • Ct . -t-fitc. 

C ’J' A J' a- — &c. 

&c. = coudante (a').; 

i{ [tv/ÿ]-' — [a. ■i'-t-[A*. J» ÿ]C — )'~ &£C. &C.} 

_J_ Afi'J'x — A . P , f x' .4, &c. 

-f- P -ir Afx &c. 
kc. kc. 
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Jt ferai [ ^ ■1' ]" — — Sic. =s o , ou 

ji 'l'-i- it ti . ir n , ~r U_ A* . ^ '1' -4- &cc. 

a 

— A.jSi' — (n — i)a*. 5'I' — &tc. 

+• A» . Cÿ &c. 

&tc. 

É< le problème fera réduit à trouver la valeur cotppiéte de 'f' danç ec*'e rq'ia*ion 
de l’ordre « qui ell linéaire par rapport à celle quantité. ( Voyez 1; n®. 351.) 

( 31 ?). On a vu ( II”. 31g ) la minière d’irtc^rtr crir.3lè;eir..nt les é pia- 
tiniu iiiieiires du pie nier ordre aux différences (inies. Maintenant , f.ii propnfée 
l’éq iatiori iinc.iire du fécond ordre a y f a'- > =,V, où - 1 , B , X 

font f .ntfions de ar feul , 6{ où a a cft pris pour ruiiiié. L’ayant multiplié 
par un facieur r, je l’intègre, ce qui nie donne 

iLy C t y") = % s X ^ conftante. Mai» 

l.Br^y^Bry -[a - ^ •J'' 

% CrS'y =z Cr ^ y — A.C(r.j''-t-2[A‘.Cr.^'']; 
do-.c l’équation précédente devient 

ï ( T y — A . dr ,y' -t- A‘ . • y" ) -t- 5 ry __ A . Cr , y' C r ^y =* 

ï e A' conllame. 

On voit auflî que 

S X vy = S A" t’ y* — A’V y — A ryi 
X A . ^ e ,y' = i. A , B' ff , y^ — A , B c ,y' p 
& que par ces fubffituiions l'équation dont il s’agit eff changé: en celle-ci i 

31 ( r — A.él’j-’-t-As.C'e^ y'* -♦-(À) 

^ B — A'^ 9 y — {A^ 9 —~a,{^B — C) 9) y' ^ C r a y — 'S.9 X ^ a, 

A étant la conffante arbitraire ajoutée en intégrant. )e ferai 
A 9’ A . fl' r’ -f- A* . C’ r ^ O , 

6c celte équation fervira à déterminer le fafteur 9 ; alors Ka= a fera l’intégrale 
première complète de la propofée. De plus , lî l’on veut faire attention que 
A” e*' = aè’ r -f. 1 A" A 9 ^ A' A^ 9 ^ 

A » B' 9' = A B' , 9' ^ B" A 9* =9 A B' . 9 ( A B' ~t~ S'' ) A r V , 

A' ,C'e=ArC.r- 4 -lAC'.Ar-^ L’* A' r ,* 
on verra que l’équation qui renferme r n’eft autre que 

( .<< ; A‘ .9 i A' . A 9 A’ . A^ 9 =s oi 

A B' — A B' — Æ» 

-f-A*C — B> 

-t- 1 A C'^ 
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Je reprcfenterai celle-ci par Â \ li i Ae-I-Ci a*»- = o; 6c Tarant multi- 
plié par un faéieur , je l’intégrerai cuinme j’ai fait la propofée, ce qui me 
donnera 

(A'i) (5 I — (- 4 'iV" — A.(i? 1 — Cl )•»■') / 

-+- Ci S'* Aj-=é, 

tétant la confiante arbitraire ajoutée en intégrant. Puis j’aurai, pour détarminer 
f l’éqUBtion 

I . 1 '’ - 4 - 1 I . A V - 4 - -rf' I . = O , 

— A .S' Z A 5 ' I —li’l 

-4- A* C I • — 5 ' I -4- C' Z 

-4- î A C' t 

qu’on verra aifément , en mettant pour j 4 ” i , B' i , B’ i , Ci, C i , C i 
leurs valeurs , être la même que >rf ' -p' -4- B' a ■ 4 ''' -4- C a‘ -j-' =» o , qui 
donnera (B) y/-l'- 4 -BA'j-- 4 -CA‘"}'=o. 

Lorfqu’on connoitra le fafteur -i- , on intégrera complètement l'équation 
Al =t é, ce qui efl toujours poflible, puifqu’elle n’efl que du premier ordre. 
Or, comme la valeur des-, qu’on trouvera de cette manière, renfermera deux 
conAantes arbitraires ; on aura , en faifant fucceflivcment une dé ces confiantes 
égale i zéro , 6c l’autre égale li i , deu.x valeurs particulières de r , qui étant 
fubfiituées fuccefiivement dans l’équation A = rr , donneront les deux intégrales 
premières complètes de la propofée, au moyen defquelles on pourra cliafTer A_y, 
6c avoir la valeur complète de S'. Mais l’équation B n’eft autre que la propofée 
dans laquelle on auroit fait donc tout efi réduit, comme lorfqu’il n’étoit 

quefiion que de difiérentiellcs ( n“. 176), à trouver une .feule valeur de ^ qui 
fatisfafie i la propofée dans le cas de Â = o, 

( 569 ). Soient yl , B , C des quantités confiantes. On fatisfera i l’équation B 
en prenant t — C‘ , d’où l’on tirera 

A 4 ' = C*(C — 1), A‘ Ÿ = C' ( C — 1 )S 
6c C fera donnée par Téquation du fécond degré 

j 4 — B-t- CH- (B — iC)C-f-C'C‘= O. 

Alors , à caufe «le = C ^ -t- » , a -f' = C.» - 1 " ‘ ( C — i ) , ■*"' = C ' 
l’équation Ki. = b deviendra 

[Cl —Al — (^i— Bi- 4 -Ci)C]r — [(yt I — A1-4-C1) 

i 

C-fBl — iCi]a«' = , , ou 

[C— B — cc]r-— [CC-4-B — xC]A,= -p L - ,- . 

Ainfi , en nommant (1 6c C 1 les deux valeurs de C , 6c on aura les deux équations 

[C B 
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[C-5- CCI ] , - [CCz H- 5 - I C] A , =- tïUîy ; 

qui donneront par l'élimination de A r , cette valeur complète de r,’ • 

* 1 C ]_ /■ g f C f 1 H-W — g C 1 

C ‘ (.- 1 — c r t‘ . _;g ) g » 

qui devient, à caufe Je S — iC=— C(Ci+Ci), 


C(îi — ï g) I t ; I — i ‘ x’ 

On en tirera deux valeurs pirticulièret de r , favoir 

*t (;i — ; g).-*-^' , c ( ; I — î g ) g • ^’ubftituant ce? valeurs fue- 

ceffivement dans l’équation A' =» a , on aura ces deux intégrales première* 
complètes <je la propofée 

([C — Cl - B — C)y — {^A — B ^ -*C[Ci)Ay 

-t— ..[e. + rj^], 

{{C - A]Zx — A ^ B— C)y^ (^-_JÎ_j.C-h[ 5— a C]Cx) Ay 

Avec ces deux intégrales premières complètes , on trouvera la valeur complète de 

V , qii on changera en mettant pour A — B ^ C B xC leurs valeur* 

ce I c X 5c — C(fi -+-Ci), en la fuivante , 

I ' s * 

C(t.-Cg) ] — c» x[cx-i-:t C ^'v ])’ 

Cejéfultat ert ^bien conforme à cc’ui qi:e nors avons trouvé d’une autre manière 
» i y ** <ïue le cas où les deux vaîéurs de C feroient épates , f- 
refoudroit par la méthode de Dalcmbtrt , me i’ai expliquée ( n®, 189 ) ; voici cette 
iolutjon« 

. ( 57® )• On fuppofera que les ^eux valeurs dé C ne différent que d’une quantité 
innniment petite p/ dans cene hypothefe, on aura 

y ~7J ^ ] ' — ( CV- [cx^-ï— ; 

d où il fera facile de tirer, en développant les fondions ( C -f- p )' S< - , » 

^ ‘1 f- ■ 

y c L"'+s J* -fl J — • 1^4 X -i- s — { .r . J» 
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c'eft l’intfgrale complète de la propofèe lorfque les deux valeurs de C font 
dgales. On parviendra au même r.éfultat, en intégrant complètement l’équatioii. 

[C— B— CC] e-[ CC-t-S-iC] A,= 

qui n’eft que du premier ordre. En effet, à caufe de B— iCss— iCC, 

cette équation deviendra (C— ” i ) r C A r = — 

En la comparant à celle du ( n®. 319 )» °n aura 


d’où l’on tirera ces deux valeurs particulières de e, fit — » *1“'' 

étant fuhffituces fuccelTivemcut dans l’équation K = m , donneront pour inté- 
grales premières Complètes de la propofée , ces deux équations , 

[(C — A)C — ^-t-B — C\y — {A — — ^C) C] 
=C*-+-‘ -é-2 

[(C-A)(x^i)C-{A—B^C){x^x)]y — [(A~B-^C) 

(Ar-*-l)-t- (B — xC) (x -r- ij c] Ay = C* -+- » a -t- i — --J- 

On les changera , en mettant pour B — xC, j 4 — B-^-C fit C ~~ A leurs 
valeurs 1 t’C, C. C* 6c — 6 C (C — x) ; on les changera , dis-je, en celles-ci , 

— (C — t)r -è- =" -Ç [" * H-2-p^]. 

[(C— i)x-^e]y^xAy== [a H- I 1 

defquelles on tirera, par l’éUmination de Ay, la même valeur complète de 
que ci-deffùs. , 

( 571 ). Maintenant foit l’équation aux différences finies de 1 ordre n 
A y -¥■ B xy ■+■ Cx'-y -t- D y ■+■ 6cc. - - X , ‘ 

où B, C, D AT font fonûions de la feule variable x 6t de conf- 

iantes, 6c où A X eft pris pour l’unité. L’ayant multipliée [>ar un facteur 
je i’intègre , ce qui me donne 

1. (^A r y -V- B 9 A y *+" 9 A'' y -+- D e.At y -+* 6cc. ) ' — * ï 9 X conûante. . 
Mais 1 II9 A y = B 9y — - 

X C9 A~ y ■=: C 9 Ay — A if r . i ^ A* , Ce . y J, 

X /y e A t v = D 9 A* y — A. D9 , A y* -+■ A^ . D 9 m y S f A^ 9 ■% y 

6tc. i donc l’é([uation précédente deviendra , ' ' ‘ 
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ï [ ^ ry _ A . 5 » . y -f A* . Cr ,y" — . D t . y" -t- &tc. ] 

■+- 5 r.y — A , C«- . A‘ . i? » . y' — 6ce. 

-+- ( r Ajy — ^ . Dr . ^y' tcc. * 

•4-i?rA'jV — 6fc. ' “ 

êfc. = ir X -*■ confiante. 

Il n’efl pas moins clair que 

xAty = ï [>»]>— . . , — Ary\ 

X A , ür *y^= L [^A . B . , , , , A , Br*y'j 

XA‘. c,.y=x[A‘.c,](— *)'y'-[A>.c,](— o'y— )' -A*. Ce .y, 

XA*.Z?».y"=LX[Al.Z?r] "— 0y«'— [AI,Z>r]<"— ♦5'y" — >/— —a». Dr.y", 

hic. Par la fubftitution de ces valeurs l’équation dont il s’agit fera changée en 
en celle-ci , 

X A [fl, ](• — ■)' -f- A* [ f7, ](•—»)'_ A* 

-»-&c.)y'-K(A') 

-f- ( ^ — A') ry — (a[C, — fl,]-t-^,')y.*. (a*[Z?,— C,] 
n.B'r' -A"r")y" — hLc. 

— f* C r — A. Dr * Ay -+■ 6cc* 

— &c. 
h.c. — s.rX = a, 

a étant la confiante arbitraire ajoutée en intégrant. Je ferai 
[Ar]"'- A [S ,]:—•/ .+- A* [r,]!»— >/ — A» [/),](—))' &c. = 8 ; 

& celte équation fervira à déterminer le faéleur r; alors K=:a fera l’intégrale 
première complète de la propofée. Mais 

A"' r"' =A"'{r ^nù,r ^ n. ~ *- A*,-*-&C. ], 

A [fl,](’ — ■)' — Afl!’ — fl” Ar<- — ')' = 

AS‘* — (/»— l) A,-»- (tt — >) — — A* ^ &c. ] 

■+'fl"' [ A,-+-(n — •) ’A‘e**"6(c. ] 

A‘ [ C, ] (— >/ = A* ce— *>' . ,(—»)' -é- a A C(— •>' . A,>— *>' -f. 

C"' A*,( • — O' = 

A* Cf" — »/[,-t-[n— l) A*'“^(”~^) — ' - A* r H* &c. ] 

-t-iAC^" — '*’[ Ae"f"(n — a) A‘»"*" firc. J 

H- C” [ A*,-i-&c. ] 

A' = AiZ>'” — — >5' -t- 3 A* 

A»f " — >)'•*- 3 A/^f*rr'\' . A‘e<". — A’,<" — £)'« 

1 . ■ 
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[«^- 4 - («— j)Ar-*-(/J — 3 ) ---- AV -H &(C.] 

— •)'[ A^-*-(«-i) A‘»-^'c] 

— •>'[ AV-4-Scc.] 

D"' [ A'<r] 

&c. V donc on pourri transformer l'dquation qui renferme r en celle-ci, 

>ir-»-^iA«--t-CiA*e-t-X>iAV-4- Scc. =™ O. 

dans laquelle 

^ — — 4 - A* — A* De — >>' -t- &C. 

£ , = ) A — 5 "' (<1-1 ) A‘Cc-*^ +; 

i 1 AC'""""' — (" — 3 ) A' — 3 A*^<«— -H &c. 


Cl e=« ini ASC- -0' _ I ) Z3" -4- 

1 a 

• («_!’ ir::’ A‘C-’t"~‘J'.t. i(n— a) Af-'‘*-’>'4- c.”— (n-3) 

" — ■* — •>'— 3 (n — 3 ) A* D!"— »' 3 A 

% . / 


I 


fl — l 
S 


A” —(n^i ) .'"■li. . _ini_ A 
3 ^ » î 

_I=LL _!ni . A‘ 

' ' 1 ' » 3 


, A‘ ZJi» — ‘>'- 3 («- 3 ) A*û^" — 3 ('»- 3 )^^‘‘“’’'““ 

D"' -t- Sfc. , 6 cc. 

(^ 71 ). Je trmliiplic'ai cette équation y# par un faâeurŸ*', & l’ayant intègre* 
ccmine j’ai fait la propofee , j’aurai 

CTCiJ ( 5 i_^ i)i'’'r-(A .[Ci -B l]^'-' - 4 -^' i -f • 5 ') 

,'_j_{A».[.Oi-Ci]'t'-'-+- A — - 6 cc. 

-4-6 ’i '!'"'A e— A. .D »♦”. Ar'H- 5 «c- o - - 

-+- D I ÿ”' A' r — 5 {c. 

4 - É<c. = i , ^ 

&c. 

i étant la confiante arbitraire ajoutée en intéetanf. J'atirai aufii pour détermi-. 
net -I'"' une équation qui , toute rédudlion faite, deviendra 

B”' A^” -4- C'"' A*'b”'4- A' ÎJC. = 0, — 


Digitized by Google 


ET DU CAtCOt tNTâCRAt: ijj 

6i donnff* par conféqiicnt 

(fi) A l'-^CA* f-4- r> A' 'î'-4- Stc. =t o. 

Si l’on pouvoir trouver n — i v.ileurj de 'P qui ratistilTent à l’équation précé- 
cédente , on auroit , au moyen de l’énuation K i = i , n — — i équations qut 
renfermeroient r & fes dilTérenccs fiicceflüves )ufqu’à celles de l’ordre n — l 
inclofivement. Ainfi par l’élimination on arriveroit i une équation du premier 
ordre , de laquelle il feroit facile de tirer la valeur comp'éte de ». En faifanC 
dans cette valeur fucceflivement toutes les condantes arbitraires, moins une, 
égales à ?éro, on parviendroit à avoir n valeurs particulières de ». Ces valeurs 
étant fubflituées fucceffivement dans l’équation K = a , donneroient les n in- 
tégrales premières complètes de la propnfée , avec lerquclles on élimineroit 

Ay , A‘ y A" — & on auroit la valeur complète de y. Mais 

l’équation fi n’eft autre que la propofée dans laquelle on auroit fait X = o ; 
d’où il fuit qu’on trouveroit la valeur complète de y dans l’équation linéaire 
d’un ordre quelconque 

A y Ay -4- C A* J' -t- ZJ A' jy &c. = X, 

fl on avoit n i valeurs de y qui fatisfilTent à cette équation dans le cas de 

X = O. Ainfi le théorème de Lagrange, démontré n®. i8i , s’étend aur 
différences finies; comme Condorcet & Laplace l’ont remarqué dans les mémoires 
cités page 314; &c nous fommes arrivés au même réfultat, quoique nous ayons 
fuivi chacun des méthodes fort différentes. 

Si .y, fi, C, D, &tc. font des quantités confiantes, on fatisfera à l’équa- 
fi , en prenant S' = C' , Sc G fera donné par l’équation du degré n 
A ^ B G — i)-4 -C(C“i)*-*-i 3( C"“ I )i H- 6tc. =3 o. 

Lorfque cette équation aura toutes fes racines inégales, le problème pourra fe 
féfoudre par de (impies éliminations ; 6c dans le cas où elles auroient des ra^!' 
cines égales , on feroit de plus ufage de la méthode de Dalembert que nous 
avons futbl'amment expliquée. 

(575). Maintenant étant donné entre les variables { , jy 6c a les deus 
équations linéaires du premier ordre 

y B i-hr C Aj- 4-Z5A{ = X, 

A \ y B i C \ £^y -t-ZîiAî=Xi; 

«tn propofe rie trouver 1rs va'euri complètes de ^ chacune en fondions 

de ar 5t de confiantes. Après les avoir multipliées, la première par un faûeur »; 
la fécondé par un faéleur » 1 , j’intègre , comme j’ai fait dans l’article précédent , 
6c il me vient 

S[(vé»-+-y/l»l)^— A(C»4 -Ci»i).j\']^ 
s[(fi».4.fil »l){ — A(Z>»-4-Z)| » l){' ] 
H-(C»-t-Ci»i)^H-(’/>».4-Z?l»i)^s= 
i[X»-4-Xj»i ]-f- confiante. 

Partit //. S s I 
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Mais il ell clair que 

2[y/»--S.^l»-l]T = 2 (^'/ 4 -/ 4 'lr'l )y' r^*- j 4 I r t f 

lTl)l = ^ (H'r-*-/i' 1 r' 1 ) [ {H r + Bltt){i 

ainfi l’cquation prdcédenle pourra #tre changée en celle-ci, 

X [ r -4- yit" l t I — A ( C r + Cl c I ) ] >"* -+■ 

X ^ B' -4- B' 1 ri — A^/?r -+- /i) 1 ff I ) ] ^* 

►f-(A') [(C-^)r- 4 -(Ci_v/i)rl],y- 4 - 

[(Z) - y; ) .T - 4 - ( O I -// I ) ri ]î— 2 (^r- 4 -A' I r I )= « , 

M étant la cmflante arbitraire ajoutée en intégrant. Je ferai dans cette équation 
les co-eTiciens de,')'' 6c {' fous le ligne X chacun égal i zéro , 6c j’aurai pour 
déterminer r 6c r i les deux équations 

— A CT) r -4* ( — C j A r . 4 - (-4 I — Af7l)ffl -4” ( I — Z^'l)ArI = O ^ 

(/>’ — AZ))r+.(ft' — y?’)Air 4 -(/J'|__Ay>i)rI- 4 -(yi'l~ZÏ'l)Arl = 0. 

Je multiplie ces équa'ions , l’une par un fa£)eur y', l’autre par u« faéleur ' 4 '' i, 
6( en opérant comme je viei.s de faire fur les propofées , je trouve 

(A'i) {C-Ÿ' ^D-Ÿ' l]r-{-[C l'i' l-V l]rlr=t , 

6c pour délerminer ' 4 '' 6: ' 4 '' i les deux équations 

- 4 ' 4 '^ -s- y/ 4 ^' I -t- C“ A 4 ^' - 4 - yj' A 4 '' 1 = O , ‘ 

a 4 ' I 4 ^' -4- A' I 4 '' 1 -4- t* I a4^-4-Z?' i a 4 '' i =0, 
defquelles on tire 

a44'-4-54'i-4-CA4'-(-/)A4'r=o, 

-4i4'-4-yfi4'i-4-C’i A 4 '-|-y 3 i a 4 'i=o. 

Celles-ci ne font autres que les deux propofées dans lefquelles on auroit fait 
Xmao ta X i = 0; tout eft dons rciluit Â trouver dans ce cas une valeur 
particulière de chacune des quantités y 6c 4. En effet, on dégageroit alors 
dans l’équation A" 1 = é , celui qu’on voudroit des deux f.ifleurs r 6c r 1 , 
r I par exemple, 6c ayant fubfiitué pour et 6c A r 1 leurs valeurs dans l'une 
des deux équations du premier ordre qui renferment ces f.iûeurs , elle ne con- 
tiendroit plus que, e , a e 6c a ; on l’imégretoit complètement , 6c on auroit la 
valeur de c avec deux confiantes arbitraires , d’où l'on tirernii deux valeurs par- 
ticulières de ce faéleur, 6c par conféquent aufli deux valeurs particulières de 
l’autre fatleur e i ; on auroit donc, au moyen de l’équation Kt= a, deux équa- 
tions entre 6c { , qui pouvant rei fermer chacune vme conftante arbitraire 
différente, donneroient les valeurs complètes de ces quantités. 

( 574 ). Soient entre les mêmes variables x les deux équations linéaires 

du fécond ordre , 

a 4 ,y- 4 - 5 î- 4 -CA,y- 4 -OAî- 4 -AA’v- 4 -AA‘{ = Ar, 
ai ij-4 £ n-H 6'i Ay-i-£> iAc- 4 -AiA’J'- 4 -/iA‘î = ATi; 
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Rn (’emantle de trouver les valeurs complètes de_y & { chacune en fonflions de x 
Ce de conAantes. Pour cela , il faut les multiplier , l’uiie par le faÛeur r , l'autre 
par T 1 ; puis les ajouter enfemble , &C enfuite intégrer comme nous venons de 
faire , ce qui donnera 

S [(^ .A r -i- yi l r t -4- (C’r-t-Clel)A^'-4* 

cojiAante. 

Mais on a 

(^e-4-^l ,• I )y, 

2(£e-t-Blrl)î = X (£" e" -h B" I <r" I ) î" ~ ( 5' r' H- 5' I / I ) î’ — 
(lir-^-Blcl ) {, 

2(£e-4-Clrl)y^jr=(Ce-t-Clrl);)'-4-A(Ce-»-C’trl).y — XA 
(C-'e'+t'.r'l )/', 

ï(Dr-i-Dirl ) ^ j = (/>»■-♦- Z?lrl)f-f-A(Dr-t-Z?Irl).{' — Z A 
( Z)' / ^ D I I ) (' , 

i{E r ^ E 1 <r i) A' y = ( E r ^ E I ei)Aj>' — A(£ff-*-£i «-i); ^ 

J'" -h i A' ( E r •*• £ l ff I ) y" f ’ i. 

ï(£T-t-£tei)A‘î=:(£«^-f£iri)A{ — A(£«--+-£i»i).' 
î'-t-s A‘(£r-I-/-I,>i)t"; 

en fjifant ces fubftitutlons , on changera l’équation précédente en celle-ci, 

2 [^' I — A(C' / -t- C' 1 e'i ) -»- A> (£e-H£ 1 , -K 

X [£'«■“-♦- B" I e ’ I A ( Z? r’ -t- Z?’ A’(^e'"*"£t«’l)J 

-f- (ff) [(C-^)e-t- (C’,1 ]jy-t-[(ZJ-£) r-+- 

(Z?l — B I ) r l ']{-*-( Er E 1 r I ) A y -h ( F r ^ F I r 1 ) A { -h 
[A •(£ — £)» — jt' r’-t-A.(C' I — £ l)rt _ jt' i r 1 ] V ■+" 

[A .(£>-£) e _ B' A .(£>«-£■ O ' I - I »' I ] î' — 

X(A'r-+“A 1 rl ) = a , 

« étant la confiante arbitraire ajoutée en intégrant. On fera dans cette équation 
les co-t fhdens de y" £( chacun égal à zéro , &C on aura pour déterminer r Sc e t . 
les -deux équations 

(^"-AC'-|-A‘£)r.+.(la<"_AC'-C"H-lA£'yAr-l- 
(A" -i" ^ E" ] A* e 

( ^" I - A <" I ^ A« £ I ) r I -4- ( X -Z" 1 - A C' I -C" -4- 
X A £' 1 ) A e I -t- ( .<d ” I — Ç" I •*• £" I ) A’ r I 
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{/i"i-AF>'i-*-A‘FOri-f-(iF"i-AZ>'i-Z>"i-K 
1 A r I ) A » I -+ ( F"' I - Z>" I -f. / " I ) A‘ ri 

On opérera fur cclte-ci comme fur le< propofées , après les aroir multipliées , la 
première par ÿ", la fécondé par ÿ"i ; St on trouvera premièrement cette équation 

( A a ) [( A" - C" -h 1 A £' — A > F ) ♦" -I- ( - Z?" 

a A F' — A* Fj ÿ" I ) r -+- 

[ (V'i _C" I a AF I - A‘Fi)V'-t.( 5 i"-Z>' I -HaAr i — 
A‘ F I )ÿ" I ] r I -f- 

[ ( A"- C"-^ E" ) V'+ f B"- D"-^F" )Ÿ''i]Ar-+- 
[(A"i- C" I + F" I ) ’F" f /F' 1 - F>" I H- F" i ) I ] A e 1 - 4 - 
[A -C^'- A^-'-*-îA£'-F'')'F"-(^"'- A6 "-t- A' £')'F'"-+- 
A • ( -F" - A Z>' a A F ' - F " ) ’F" I - ( B'" - A £> ' -t- A» t" ; ’F" i]/-*- 
[ A . ( - 4 " I _ A </ I -i- a A F' I — F" i ) ’F" - ( W'" i - a 
A> F' I ) 'F'" -H 

A . ( Zf " 1 _ A i>' I + a A F' I - F" 1 ) ’F" I - ( B'" i - A Z>" i -t* 
A* F' 1 ) r" I ] c' I 

1=1 b , b étant la confiante arbitraire ajoutée en intégrant ; puis ces deux autres 
'a4"'F"-»-F^'i ^ C" a'F"^-Z)"a'F"i h-F" 'F" - 4 - F" i=o, 
A" l 'F" 4- 1 'F" I -J- C" 1 A ’F" 4- i?” a A 'F" I -4- F" i a> 'F" -F; 

F' I A* 'F' 1=0. 

Mais on tire de celles-ci , 

a^’F- 4 -i^'Fl-F£:A' 4 r-»-Z>A’l'l •4-Z?A*'F-t-FA»'F i ca o, 
>i'F- 4 -B»’Fi-+-CiA' 4 '-FF>i^'Fi-f-£iA*'F.t.FiA*'Fi = o; 

qui ne font autres que les deux propofces dans lerquelles on aurnit fait AT= o &c 
A'i = 0 ; donc tout efl réduit à trouver dans ce cas deux valeurs particulières de 
chacune des quantités 5 c Les deux problèmes que nous venons de réfoudre, 
fuffifent pour faire voir comment il faudra s’y prendre dans des cas plus compli- 
qués ; on trouvera conftamment que les théorèmes pour les équations différen- 
tielles, que nous avons démontrés ( n”. 175 (f fuiv,), ont également lieu 
lorfque les équations font aux différences finies. 

(17 5). Nous allons nous occuper dans les articles fuivans des équations aux diffé- 
rences finies 5 t partielles. Si nous nous fervons deZ ’’’ *poiir défigner une fonûion 

de_'V 5 c x; 5 c de ^ 5 tc. , pour marquer ce que devient cette 

fonâion dans différens inAans confécutifs, eu fuppofani qu’à chacun de «s 

in n ans 



• \ 
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tnftans x aiijnrrn'c d’une unité; de 2 ^**"'’ *, 2 '^**"*’’^, 6 fc. , pttur marquer 
ce que devient la même foiiûion dans ditTérens inflans confécutifs , en fuppolant 
qu’à chacun de ces inflans y augmente d’une unité : il nous fera facile de voir 

que 2 ^’^’*''— 2 ^'* efl la différence de 2 ^’*prife en regardant x feul comme 
variable, que 2 ^'*"'’*— 2 ’’’*eft la différence de la même fonflion prife en 
regardant J)' feul comme variable, Stc.; &c par conféquent que 2 '^'*"*”* — , 

— 2 ^’*, &c. , font des différences finies &c partielles de 2 ^’*. 

De même que foute équation aux différences finies ordinaires pourra être repré- 
fentée par une équation entre x,yfy',y", Stc.; toute équation aux différences 
finies & partielles, dans laquelle l’indéterminée ne fera fonûion que de deux 
variables, ayant chacune l’unité pour différence, pourra être repréfentéc par une 
équation entre a:, ^, 2 ^’*, \ tic. , 

Z^-^'”-^' ,Z^-^'-^^\tic.,tic. 

On trouvera tous les termes y , y , y" , Scc. , de la fuite dont y eft 
le terme général , en mettant dans ce terme général pour x fuccelTivement 

1 , 1 ,;, 5tc. ; on trouvera de même toutes les fuites dont Z^‘‘ efl le terme gé- 
néral, en mettant d’abord dans ce terme général poury fucceffivement i , i , ; , Stc. , 

ce qui donnera Z''“ , ^ tic. ; 6 c mettant enfuite dans chacune de oes fonc- 

tions pour X fuccefTivement i , i , ; , &c. On conflruira de cette manière la 

table que voici qui renferme toutes les fuites dont Z^’^ efl le terme général. 

2*’’, Z' \ Z'-’ 2' ' 

J 2 ‘’ ' , 2 ‘‘ ‘ , 2 ‘’ ‘ , •. 2 *’" 

\ 2 ‘- ’ , 2 ’’ * , 2 ’’* , 2 '’ ' 

2 r.> 2 ^’* , 2 ’'-' 

Une férié J", y' , y" , Stc. eft récurrente fi un terme quelconque efl égal à un 
certain nombre de termes p'écédens multipliés chacun par une fonflion de * v 
lorfqu’un terme quelconque des fuites A fera égal à un certain nombre de ter- 
mes précédent multiplié; chacun par une fonflion de x 6 c y, on les nommer* 
rèeurro-rJcuruntis. Ce nom leur a été donné par L.iplace, comme on peut le 
voir dans les mémoires cités n“. ; l 8 . 

( 576 ). Pour donner un exemple de fuites técurro - récurrentes, foit 

= 1^— ' . J.iiz ' ) ( y — « ) ; ( y — * 

C — * ) 

Partit II. T 1 1 
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en Aippofant x fucctflivemeiit égal i i , x , j , &c. , on xura cette fuite de 
fondions 


l>~', i> — ' > 


I 2 I 



en faifant enfuite dins chacune fucceffivement ^gal à i , x , j , 6cc. , 
formera la table fuivinte 


on 



« • 

» . 

3 . 

4 , 

5 . 

6 , 

7 y 

I 

X , 

1 » 

4 , 

* , 

16 , 

, 

64 , ècc. 

2 

0 , 

» . 

8 , 

14 > 

64 , 

160 , 

3S4 , &c. 

3 

0 , 

0 , 

4 » 

»4 » 

96 , 

}10 , 

960 , Sce. 

4 

0 , 

0 f 

0 . 

8 , 

64 , 

3^0 , 

1 xSo , &tc. 

5 

0 , 

0 , 

0 , 

0 . 

16 , 

i6o , 

960 , &tc. 

6 

0 y 

0 , 

0 , 

0 . 

0 > 

3 * . 

384 , &c. 

7 

• 

4r 

0 , 

0 > 

0 > 

0 . 

0 . 

0 , 

64 , îcc. 


Ces fuites font t^curro-récurrentes , car un terme quelconque e(i égal au double 
du terme qui précède dans la dlreélion des ar , plus au double du terme qui 
précède celui-ci dans la direûion des Par exemple, 

960e:ie X . 1 60 X . 3 10 , 3XO = X . 64 •+- X . 96 , SiS. 

L’équation aux différences finies partielles , dont la fonâion indéterminée eff le 
terme général deces fuites, fera donc Z^’*e=xZ’’ *’*-+-xZ^ en aura 

en même temps cette équation aux différences finies ordinaires Z ' *^= xZ’“'’'. 
L’équation aux différences finies & partielles ne commence i avoir lieu que 

lotfque ^ & ar font chacun plus grand que i ; ainfi dans cette équation , Z 

ou Z^' ' eff arbitraire; je dis l’une ou l’autre, car Z'’’’ ', par exemple , étant 

déterminé, au moyen de la propofée on pourra connoître Z^’*, Z^’ 6 ce. 
On a fans doute remarqué que dans cet exemple , l’arbitraire eft déterminé par 
une équation aux différences finies ordinaires, ce qui arrive le plus fouvent dans 
les applications du calcul dont il s’agit, 
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( 577 )• Maintenant 1 éc|uaiion aux différences finies Sc partielles du premier 

ordre Z'*' Z^' B Z’’ -4- dans laquelle , r'-r, 

defignent différentes fonéli-ms de * feni îc de conftantes, étant propofée ; on 
demande d'en trouver l’intégrale complète. 

Cette équation ne commence à avoir lieu que lorfque yt< x font l’un Sr l'autre 

plus gt.inds que I ; ainfi l’une de ces deux fondions Z ' ’ ' ou Z^’‘fet 2 arbitraire. 
Je fuppofe Z-' - ■ = f : ( jr ) ,& la propofée dunotra 

(O = 

(!)• Z^”=af»Z'-‘ +£>z'-'”.+-C.; 

a#*, K*, ( * &f fli , O dJfignant ce que deviennent les fondions B», C',' 
lorfqu’on fait ar fucccfiivement égal à i & j. Mais l’équation i donne 

=>» .+-b»z^~‘’‘h- O , 

de laquelle on tirera la valeur de Z ^ ~ & l’ayant fubftituée dans l’équation l,' 

on aura ’ 

Za-. > s=^*ç; (j,)_f.C'.4-.^(Za’-i.» — B»Zj’-‘. > — O ). 

En mettant cette valeur de Z^’‘ dans l’équation i, on la changera en celle-ci, 

~(£*^£i)Z'—-‘^£‘ JS. Z"'“*’ ' =(Ai)..,; 

^’(^‘é:(éy)4-C*;-hC' (i B^). 

Li propofée donne auffi 

( 3 ) Z^'* = Z^~'’^-p.C4; 

& par conféquent 

Z ^“ >4 Z^“ ' • ' B4 Z^“ * • ^ Cl , 

Z’'“‘’‘‘= Z^“*’ ’ - 4 . £4 Z'-*’ V C4. 

Donc fi l’on met dans l’équation u 1 pour Z^~'’ ’ , Z^ — ’’* leurs valeurs ti- 
rées des deux précédentes, on aura une valeur de Z^’’ qui étant fubfiituée dans 
l’équation 3 la changera en la fuivante, 

.Z^’* — 4 . [ £4 (JSi^-£s) ^ 

£• B»] Z’'~"’ ♦_fl. BS £4 Z^~'’^ =~ (Kl) ; . ; 

A*Kï^C*(t — B^ B»-f-B»B>). * 

{ 57® )• continuerai de faire ufage de la propofée pour en tirer 

(4) Z'’' = a^'Z^’V5’Z^ — ’’.».C '3 


ï'îa Dv CÀLCUr DIFFtllCHTIEL 

puis = y/< 5 ; Z’-’” H- C-, 

Z^~'’' = Z^~’"'-f-Z?f z^“''’h-o, 

z^~'” = 

Ces trois dernières équations me donneront les valeurs de * , 

Z^ ' ' * i )e mettrai ces valeurs dans l’équation « i , & la valeur de Z^' * , que 
j’aurai de cette manière , étant liibflitiicc dans l’équation 4 , la changera en 
celle -ci , 

(n 3 ) Z^’' + 

£« ) 4- IS'* ( 5' ) -t- I1‘ B'-\Z^~^'' [ fl( (fl4[ B»]4. 

ü‘ 5 > ) £' B* ] Z^~”^^B^ B>£* Z^~*''=(Kj) 

Ji X Î-4-0 [ 1 ~B'~Bi — B*-i~B^B' 4- £♦ (£» -4-fl>)— £‘ X» fla]. 

Enfin on doit voir, fans qu’il foit néccffaiie de pcufler jflus loin ces opérations, 
que le problème pourra toujours le réduiic à l'intégration d’une équation de cette 
forme 

{Z) z^’—M^z^-’-"+ff^Z’’-'’ — r‘’Z^-^‘ + ttc. = y^-’, 

dans laquelle les fondions A/' , N* , J’' , tic . , , feront faciles à déterminer 

par analogie. Si on les veut d’une autre manièie, on remarquera qu’elles font teUw 
qu’on a cette fuite d’équations du premier ordre aux dilférences ordinaires , 

Af* = Af' — ■ 4- , 

= iV» — > 4- B* /,<x — 1 ^ 

= P^ — '~i-B’ Af» — 

&c., 

yy^’r= A’ vy-‘ — ' 4- { I — M* — ’ 4- A’*—’ — P*— ’-f-.êrc.) 

On traitera l’équation A comnre étant aux dl/Tércnces ordinaires , & on aura la' 
' v.deur de Z’-' avec des arbitraires qui pounrnt renfernuT x. Mais il ne doit y 
avoir dans l’intégrale demandée de font' ion athi.raire que e : ( y ) ; il faudra donc 
déterminer les autres, ce qu’on fera aiiémcr.t en lubftituant tiens la propofée la 
valeur trouvée de Ce en compar.-mt les termes homologues par rapport à ar. 

( <179. ) Si l'on propoft'it l’équation 

Zy-’zzzA” \ Z-’'*-' 4 - X' 1 ■ 4- y/' 3 Z-' — ’ * — ’ -+- fcte. 

4- B” I Z^-‘ ‘ 4 - 1 4- i;» 3 Z-’-><*4- &CC. 

4 - C ' ; 

comme cette équation efl du premier ordre pa»- rapport à x, on l’imégreroit par 
les mêmes procédés que la précédente; c'e(l-à-c.i't qu'en faifant Z-’’- * = ç : 
on parviendroit A une équation de Cette forme , 

Z^’'4- Af4 Z-» — 4 --^' Z’ — '-’ 4- Py ^•'->•*'4- 5 tc.= 

où 
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oii les fonflions A/* , iV -* , yj-» feioicnt données par les équations 

fuivantes , * 

A#' = Af » — < — I , 

N’ = N* — ‘ — B’ 1 A/* — ' — B* 

P' = P* — ‘ —B* i N’ — i — B' rM* — ' — 

8 fc. 

j +&c.] 

■+■ C‘ [l — I — 

( 5^0 )• J® prendrai pour exemple l’équation aux fuites récurro-récurrentes dont 
nous avons parlé plus haut , & que l’on fait être ' 

• ' = 1 ‘ ’ ' 4 * 1 Z^ — ‘ « ■ J on J J ans ce cas 

Af^ = A/ ^ • — X , 

Sx -3 Nx — x 1 A/ir — I ^ 

Px~Px—, ^Sx — l^ 

hcc. i yx<* ~i yj.x — x^ 

Mais (n®. 319) on tire de la première de ces équations 
M' — '=.É — xxi=< — 1 .( 1 — i) = — 

puifque Mx 1 doit être nul dans ITiypothèfe de ar e= 1 ; donc A/' «e 1 

* Alors la fécondé équation devient Nx st Sx — 1 — i),& donne 

Nx — x *sc4.4s(*—i)c3f^4^ ~-r— » } ■=» 



caf sr = I doit rendre A'’-' — ' =0; donc Xx i:ai . x . —J 

1 

La troWième équation devient P* = P* — ■ — . i» . - ~ 3^« -I- « ^ donne 


P' — •==« — l*x(jr>— j»4-x) = < 

3 1-1 •(» i) J =M— 1 ' 

3 » * a “ + » • (* O ) f 



6 -* 6 


donc Px = - — 1 » X • — ^ . — — , 8cc. 

1 3 » 

Quant à l'équation P-'-* ss= x , on en tire P-'r’ 'sac'!-»— »; mal» 

Partit II, y V V 
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«étte Çr>nfti«n , comme le$ précédentes,- doit être nulle lorfque jr=* i ; donc 
ell nécelTairemeiit nul dans cet exemple. Cela pofé, l’équation qu’il s’agira 
d’intégrer pour réfoudre le problème , fera 

’ — X » Z* . » , — iJ.». 

» » J 

Z^-'---t-icc. = oi 

srolci un moyen fimple d’y parvenir. 

( 581 ). On verra aiféinent qu’on peut fatisfaire à cette équation en prenant 
‘ , oii Z eft telle que 

i« 1 * » — I »• « — I « — 1 . 

.» - — ï K&c.tfcio; 

eelle-ci devient ^ i — = o,Sc ne donne par conCéquent qu’une valeut 

de a , favoir x = z. Cela pofé, on fera if ti-’’-’' z-' ', 6c en fubflituant 

toujours dans la mdme équation, on la changera en celle-ci, 

n’’* •— M X . ■ * - ~ x • — — ^ • ■— — ^ 

• % 23 

n ~ ’ -t- Jtc. => O , 
qui n’cft autre que A* n-’'*a«o , &c donne 

i (/-0(y-*) (y — «-*•») 

(y-*)(y — ») (y — «-*-») 

c 1 — ' , ^ -H 

f*-î («— *) 

(y-0(y-0 . 

fZ'î — y) 

il relie i déterminer cl, c z, c 3. Pour cela, je mets dans l’équation 
Z-'-* <= a 2J’ — ■•'-f-iZ-' — ‘ , pour .Z-'-* fa valeur; &, i caufe de 

(y— «My— *) (y— «-*-«) ^ (y — >)(y — O (y — *) 

.....(< — i) 1-1-5 (• — *) 

(> — a)(y — 3) — 

• »-5 C* — *) ’ 

(y-»)(y-0 (y-«-t-0 ^ (y-s)(y-0 ^ 

I-1-3, (* — .Z ) . i’»'3 C*""*) 

(y — »)(y — î) (y — »-*^0 

■ »-j C»-i) 

«K. , il me vient ' 
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*. (y- O (/-O -t-çc+o) 

'•»-3 (*— •) 

(y — » ) ( J' — 3 ) ( ,r — > -t- O . 

mr. J . ^ 

Xr . --X<y-o 

&c. = c . • .. ■ ( r- _ll ^ 

^ 1.2.3 (x— 1) ^ 

(. » 4 - '. . ) 

>-»-3 (* — ») 

3 4. X ) 1-^ - - ^ ^ 4. a,c. 

Cetti équation ne peut être identique i moins que 
et = 'et, ei = 'ei, c j = 'c j , icc. i 
d’oii il fuit que c i , e 1 , < 3 , &c. doivent être des quantiici confiantes. Ainli 
Icrfque X fera = 1 , on aura n^’*= c 1 , e i étant une quantité confiante, 6c 
' 2B c I ' 3 mais par la nature de nos fuites récurro - récurrentes , 
.Z ‘ » I , donc c 1 sait, Lorfquex feraE= 1, on aura n’'*=ï JLT.— -4- « 1 

— I 4" ^ i) i •"*■* P*'' formation de nos fuites,' 
^ ‘ * = O , donc f 1 = O. On trouvera de la même manière c ] & les autrM 
(«-efiieiens nuis ; &c par conféquent que ces fuites ont pour terme général 

. (y— ») (j' — O (J' — «-*•») 

» t . 2 . 3 (*—•) 

(jSi}. Soit propofé l’équation du fécond ordre 

1 V 1 -t- B’ I 

4.C'V“*’'4-I>’. 

Cette équation ne commence i avoir lieu que lorfque y ^ m font l’un fie 
l'autre plut grands que x ; ainfi Z^‘' fit refteront nécefiairement arbi- 

traires. Je ferai comme dans le problème précédent Z^ ’ ' cb y : ( ^ ) y 
fitla propofée donnera 

(1) i/:(j.) 4 -^>i 1 

B' X/: 

(i)..:...Z^ * =.ui* I -t- A*if : (y) 4- 

ZîxZ^”'” 4 C 4 
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On tirera de l’équation 1 , 

^ A* xf {y i) + ^4| ^ 

B* xZ^~"''-hC*Z^~’’*^V\ 

& par conféquenc 

Z>-‘" = — L_ (Z’-'-' A* 1 Z^~'-^ A* xf-. (y ) — 

B* I Z’-'-* — C^Z^-'-'—D*). 

En fubdituant cette valeur dans l'équation t , il viendra 

Z^^'> = A^ i/.:(j) 2 «•: (>') + i - — Z’~'>'^^ 

5’ 2/: (J — 1)+^'-»--;^ — i) — 

7>* i^-' — — C‘'*Z-'— >•* — D4). 

Celle - ci donnera 

Z-- - . ) + 1 ? ; - 1 ) -f- 

{^Z’-'’* — A* 1 Z-'-'-t — ^4 a/: _/i 4 I Z-»-'-»— . 


C 4 Z ^->-4 — D 4 )- 4 .£! 


C 

J 


Z’~''^ 


A^xf: {y — x) — B* i Z-» — — T 4 Z^’ — ’■ * _ D4 ). 

Ainft on pourra chalTer Z-' ’ • ’ de l’équation 1; par une fuite de 

procédés fetnblables , on réduira le problème à l’intégration d’un* équation de 
cette forme 

Z^'” -^-M" Z^“''*-t.iV*Z’'~*''H-P''Z^~'’*-t-6cc.=af'’'’“, 
ce qu'on fera par la méthode du n®, 571 fi" fulv. 

( ^$3 ). Il nous relie à faire voir, par différentes applications , l’ufage dont 
peut étr* dans l’analyfe , le Calcul intégral aux différences finies; & d’abord 
nous réfoudrons un problème oit il eft queftion de déterminer l’exprcflion géné- 
rale de quantités afTuietties à une certaine loi qui fert à les former. 

Soit X le finu* d’un angle i îx. y fon cofinus; on pourra former, au moyen, 
de l’équation 

(») fin. n {■= x_y fin. ( n — I ) ^ — fin. ( n — a ) t , 

la table fui vante, 
fin, I s= X, 
ùn. X I x= X { xy ) , 
fin. 3 r == 


( 4 ^‘ — i),- 

fin. 4 î = X ( 8_yt — 4jr ) , 
fui. 5 t = * ( i 6 y^-. IX 
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Rfc. En continuant pins loin cette table, on parvie: ^Iroit, par voie d’InduQlon, 
à déterminer l’etprellion générale de lin. n { ; m.iis il eli ipiefliùii de trouver 
cette txprellion direélement. On verra aifément qu’on peut Tuppofer 

fin. ni=M=x[^y — ‘-+- B y’ — i -+- C^' — 1 — ? H-Sre.]; 

Ce par conféquent 

(in. (n— i) P = ar ['yf y" — y" — -t-f- 'Cy“ — * -\-‘Dy ‘ — ’ 4- firc. ] I 
fin. ( /3 — l) { = X ['A y ’ — • -+* 'B y " — ' -4* ’Cy'—i -4-'JDy"— » &;c. ]. 

En mettant ces valeurs de fin. ( n — i ) {, lin. (n — 1 ) ç dans l'équation « j 
on en tirera 

fin. = 1 X ['Ay" — '^'By" — t ^'Cy — t 4- — r 4- 6tc. ] 

— » ["Ay—* 4- 'By—i~^"Cy’—- 4- &c. ] ; 
exprclTion qui étant comparée à la première, donnera cette fuite d’equationa 
1 'A =. A, 

X ’B — ‘A B , 

X 'C — >B = C, 

X ’D — ’C D, 

6cc. , 

qui ne font autres que 
jx A — y#' = O , 

*x B — B- 'A, 

iC — C'=' 5 ,- 
aX>— JD' œ'C, 

Rtc. 

Si on avoir 1 K — K X , in que l’on compatit cette équation i .celle 
du n". 319, on trouveroit , en déiigiianc par x le nombre de termes qui pré- 
cèdent K , pour la valeur complète de K , K = i* j^c -J- 2 J ; nous al- 

lons faire ufage de cette formule pour intégrer les équations de la fuite pré- 
cédente. 

Pour la première , x = n — i & Jf= o ; donc A = e i" — ' : on déter- 
minera la conftame arbitraire e, en remarquant qu’on doit avoir A—l lorfque 
n = < , ce qui donnera c aa l ti A ~ x * — '. Pour la féconde , x — a 

&A-='^=:i— ;donc 5 = i’-‘[c- = 

on déterminera la conflante arbitraire, en remarquant que la fuppofition de 

n = 1 doit donner B «= o, &C on aura B = 1 > ( n x ). 

Pour la troilième, x = n 3 ta X =‘B — x’~’ ( n 3 ) i 

donc r = i’— > [e -t- i s («-_ 3 )] ; 

Partit II, X K X 
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Orï(/l— 3 )= 2 « — = -■ 3 3) = ^ + I » 

donc ^=1 — . (c-4- : -f- : 

on déterminera la confiante arbitraire, en remarquant que la ruppoütlon de ntss 3 

doit donner C = e, &t on aura 6'==3x"~’. ^ 

a 

Puifque C ne commence i avoir lieu que lorftjue n = ^ , i’aurols pu prendre 
n — 4 pour le nombre dtï termes qui procèdent j’aurois trouvé 

C= i" — 4 ^ J _j_ ('* — 3) (" ; j’auroit déterminé la confiante ar- 

bitraire, en remarquant que n — 3 ou n == 4 doit donner- 6 o , (( j’aurois 
trouvé la meme valeur de C que ci - deflus. Lorl’que n = 4 , /) n’a point 

encore lieu ; donc, à caufe de ^"=3 'C = 1" * . ~ 0 , on a 

D = 1 — « [f - 2 } 

Mais t (/» — 4) (n 5 ) = x(n*— 9n-f-io) = h ^ 

".•.-.l -4-10(0—4)= 
doncDu=i— — Xlr -j) (— 

On déterminera la confiante arbitraire, en remarquant que la fuppofiiion de 

nss4 doit donner D =0, 5c on aura Dea — 1" — ^ ^ , 6cc. 

»■) 

(584). Le problème qui fuit eft d’un autre $!enre‘, mais je crois qu’on er» 
verra avec pl.iifir la folution par les méthodes précédentes. Un homme a conf- 
titué une fumme a en rente , avec cette condition qu’on lui paiera chaque année 

le — de cette fomme,enlui retenant la fraâion — de cet intérêt; en forte 
m n 

qu’i la fin de la prernière année , par exemple , il ne doive percevoir que 

— — — - — . Cependant on lui a pavé toutes les années — , 8c par confé- 

mmn ‘ ‘ m 

quent plus qu’il ne lui efi dâ ; fi le fitrplus efi employé J amortir 'e capital, 
on demande ce que deviendra ce capital après un nombre x d’an a-es. 

Soit alors y ce capital; à la fin de cette année, il ne fera dfi à l’homme en q tefiion 

V y . 4 , 

que — — , 5c lorfqu’on lui aura p.'.yé — le capital fera diminué de 

— — — Ainfi le capital de raniiée « l , que je défi jnerai par 
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y y fcfi igal à ~ ; &C on aura à intégrer l’équation 

En la comparant i celle du n°. 319, on trouvera 
y — ( ^ — — — l”* — ‘ 

^ V* »” ««yV « L ^ m n J y 


Mais 




efl U fomme de la progrcfTion géométrique 

1 I 


LV-‘ 

.\ m m n y \ m nrn y 

— L y_ 

V « m n J 


1 + — 


laquelle fomme ell égale i 


— i_y 

\ m m n y \ m m n y 


; donc 


( 1 1 '\« / _f_ C*~**W wn^ ' > 

* “ «•'I ✓ \ * <" i-V ' 

\m m n y \ m vin J 

On déterminera la tondante arbitraire par cette condition que am i doit 
doi.ner y ='a , &c on aura c = — — j j ~ } donc enfin 

«n ( 1 ^ — ) 

\ m mn J 

Si l'on voiiloit l’année i laquelle ce capital feroit nul , on auroif 

( I I — I . >og- " 

— _ ) & ar= - ■ 

m mn J 


I 


log. ( î- ) 

“V <" mn J 

Par eiemple , l’intérét étant â cinq pour cent , fit la fomme i retenir un dixième 


de cet intérêt ; on trouveroit a = 1 


log. re __ 


53 » 3- 


log. 1 1 rlï ) 

( . Maintenant voici deux autres problèmes tirés du calcul des probabilités; 

Pour les réfoutlre, nous fuivrons la règle ordinarr# de ce calcul; en edimant la 
probabi iié d’un cvôrcmeiit , par le nombre des cas favorables , divifé par le 
nombre des cas pndibles. 

Le preniirr de ce prob’èmes conlîde à trouver la probabilté qu’un nombre 
de piérc» qu’o 1 prendra au hafard dans un tas, fera pair ou impair. Je nomme M 
le nombre de nièces contenues dans le tas , y la fomme des cas dans lefquels le 
■ombre de cùie qu’on prendra peut être pair, &c { là fomme des cas dans Icfqueis 
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Ce nombre peut 5 tre impair. Cela pofé, fi on'augmente le nombre x de piècei 
d’üne unité , alors^j'' re;>réraiieia la ibmme <Jc> c n pairs , & l'era égal 4 ^ j , 
puilijuc chacun des cas iinpans, combiné avec la nouvelle pièce, donnera un 
cas p^ir. [)c même, {' repréCent.-a la r-iinme des cas impairs lorlque x augmentera 
d’une unité ,&£ fera égal à { -t-j -i-i .O lau-a donc ces deux équations -J- ^ 
& {' = { H- jy -+- I , qui ne font aune <|ue i. On en 

tirera bien facilement A* y -+- i > étjuation qui étant comparée à celle du 
n". 3 10 , donnera 

= [e-f-I ] = 1» [ « -f- ~ ' ] , puifque X 


eA la foinme de tous les termes de cette progreAion géométrique , ~ a'~ i î» 

Donc_j' = (c-^ 1 ) 1* — ' I ; pour déterminer la conAante arbitraire, on 

obfervera que x étant i , on doit avoir ^ = o ; donc csi=o,8i)'=i'— ■ — i. 

Mais { = A^ = i' — • ; donc la fonime de tons les cas polbbles fera i' i. 

Ainfi on aura pour la probabilité qu’on prendra un nombre pair de pièces 



; S( pour la probabilité que ce nombre qu'on prendra fera impair 


d’où il réiultera qu'il y aura toujours plus d’avantage 4 parier pour les 
nombres impairs que pour les pairs. Je paAe au fécond problème. 

( 586). Pierre St Paul, dont les adrelTes refpeflives font :: m ; n , jouant 
enfemble ; fur un nombre -y de coups, il en a manqué conAamment un nombre 
M à Pierre , St par eonféquent un nombre y — x k Paul , pour gagner ; on de- 
mande la probabilité refpcélivede ces deux joueurs. 

La probabilité de Paul pour gagner dépend du nombre y de coups , & du 
nombre * qu’il en a manqué 4 Pierre pour gagner ; c’efi à-dire qu’clie peut être 

repréfentée par une fonélion 2 ' ’ de ces deux nombres. Au coup fuivant le 
nombre J- léra diminué d’une unité-, St fi Paul perd, il ne manquera 4 Pierre 
qu’un nombre x i de coups pour gagner ; alors la probabilité de Paul pour 

gagnet fera * *; au contraire fi Paul gagne, cette même probabilité 

fera Mais les adreAes des deux joueurs étant :: in : la probabilité 

que fur un nombre indéfini do coups , Paul gagnera , eA — - — j U probabilité 


qu’il perdra eA — 
Z _ 


’ , on a donc 


Z 


y— I,a — I 


équations aüx différences finies St partielles , dont l’intégration donnera la folution 
du problème. En la comparant à celle du n”. , on trouvera 

A‘ O i 
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A’ \ A* X = - î; — > J =0. 

B* \ Bm — — , £* 1 = O ; donc 
m n ’ 


x69 


Afr — M” 


Al -t- n ’ 

f}x — fj. — x — ^ il/* — > ; 

Al A ' 


px-. — 


N" — ', 


V}-* — '. 


x'. Al or* 


&c, Tj’-* L_ 

' Al /I 

Mais la première de ces équations donne 

M‘~ ‘ c=> £ ^ — (x — « ) = — ( ar — I ) , 

m ^ n ^ ' Ai-f-A' 

car lotfque x «= i , on doit avoir M‘~' = O ; donc M’ cr; — ■ ^ 

la fécondé équation devient N’ xs N‘~~' -H (* ■“ • ) » 

tire , en déterminant la confiante arbitraire comme nous venons de faire , 
* J ^ P*' eonféquent 

N‘ 


(n»-|- n)‘ 


X On trouvera de la meme manière 






■ X • — • — ^ ; & ainfi des autres. 


Quant à Téquation Fj’* = Vj -* — elle a pour intégrale complète 

V)-’ — ' = e ^ ^ ^ ' ; or comme la fuppofition de x = i , doit 

aufli rendre cette fonôion nulle; il s’enfuit que dans cet exemple 
Le problème eft donc réduit à intégrer l’équation que voici 




(m-S-n)* 




(m ^ n)‘ 




» î ,-ry — 1 >* 


-f- 6 cc. x= O. 


( 5?7). On fatisfera i cette étjuation , en prenant Z 


J'»* 


&C X fera 


Oonne par 


iW/« //. 


Yyy 
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^ tn ■+• rt ) A 

— I <r > 

1 ’ 3 


X - 4 - 


^ ffi “ 4 * ^ 

f- &c. =. O , 


X . 


( fll-t- nÿ A* 


qui n’eft autre que ^ i “ °' ««•!*•« 

que cette feule valeur de A , A = — — ; aiuû pour avoir l’intégrale complète 

demandée, on fera Z^'* = ^ ^ '' ', valeur qui étant fubdituée 

dans réquation dont il s’agit , la changera en la fuivante , 

n — *n -t~* n — » n -t-Kc.sso, 

a 1 } 

qu’on voit être la même que a* n ^ * es o. Donc 

2 - ' V ‘ fc I -H ci(jr — i;-p-c J . JZZllIli'Z22.4- , . . . 

. ,t (r— O (7— O (7' — *-♦-') 1 

• ^ ' I* 

••*•3 (* — >) J 

Pour déterminer les fonftions e i , e 2 , c 3 qui peuvent renfer- 

mer ar; on remarquera que lorfque,y = x , il eft certain que Pierre doit perdre , 
& qu’alors la probabilité de Paul pour gagner doit fe changer en certitude. Or 
en repiéreniant la certitude par l’unité dont chaque probabilité cil une fraâion » 

on verra que Z^’* doit être = i, lorfque y = *; dans cette hypotlièfe la 

— , &t nous apprend que Z^' * 


2 — t.» 


propofée devient 1 = — ^ Z 
' ' m^n 

doit être aufli =t 1 , lotfque y = * 1 } on trouvera de la même manière 

que la fuppofition ie y = x — 1 doit rendre Z’’** t= i , ainfi de fuite. 
Donc ft l’on fait = 1 , on aura Z^’" = i , &c c l = i ; fi l’on fait j = 2 , 
on aura Z^ ’ * «= i , & t = — ~ — ( e 1 ^ c 2 ) , d’où l’on tirera c 2 = — ; 

m rt 

fi l’on fait y =» 3 , on aura Z^’*=i U. 1 =^ — - — V 

d’où l’on tirera c 3 =■ ; îec. Il fuit de tout cela que la probabilité de Paul 

pour gagner , ou 


(y- 

(r-i) (r-O . . 


«’ (V — t) (y-î) 

*4F 

1 . a 

• • • ( V — * ) 1 

I . » . 3 . . 

. . . . 
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On frouver» dans le mémoire de Laplace , ciié au commencement de l’article 
précédent, la folution de plufieurt autres prnblêmes intérenans. C’eft aulli dans ce 
même mémoire qu’il a remarqué un très-bil ufage du calcul aux ditFéreiices finies 
pour déterminer la nature des fonflions d'après des conditions données. Condorcet 
K Monge ont f.iit en même temps ta même remarque. Nous terminerons ce 
chapitre par rét'oudre deux problèmes , ou il fera qiieflion de déterminer les 
fonêlions arbitraires dans les intégrales complètes de deux équations aux did'é- 
renccs partielles , l’une du premier , l’autre du fécond ordre. 

( ). L’ëqu.afion a — /■;(«), où « efi fonflion de ar, j)' fc ^ , St où « 

ne renfcime que x Si , peut être regardée comme l’intégrale complète de 
quelqu’cquation aux dilférences partielles du premier ordre. Or l’équation 
« = /':(«) étant propofée, on demande de déteiminer la fonâion arbitraire, 
pour qu’elle fatisfafie à cette condition, qu’en faifant = Jl , on ait { = 
par A Si K on entend des fonâions données de a: &c de confiantes. 

Je fuppofe qu’en mettant dans la propofée X Si K pour ^ on la 

change en la fuivante yi = F : ( m), C ela pefé , on fera m = t , t étant une 
nouvelle varLble; S^ lorfqu’on aura tiré de cette équation la valeur de x en 
fonûion de r, on mettra cette valeur dans yt = F: (m ); fi par cette fubfli- 
tution celle-ci devient T= F : t ) , comme T eft une fonélion dont on con- 

noii la forme, il eft clair qu’on connoitta aufii la forme de la fonâion défignée 
par F. 

Je prendrai pour exemple l’équation 

qui efi ( n®. }o3) l’intégrale complète de 

Mi=naxy y/ (x^^y')i 

8t je demanderai de déterminer la fonflion arbitraire, de manière qu’en faifant 
y = X -¥■ A, on ait { = x -f /, A Si i étant des quantités confiantes. Par cette 
iubftitution , la propofée deviendra 




(* + A) 


( 


x^i — 


ax (*. 


} X -s- 1 À 


•A)‘) 




or fl l’on fait = r , St que l’on mette dans l’équation précédente pour x f* 


valeur 


A t 


, on en tirera 


f 1(0= C vêr, )'-*-(.+ i- (—,) - 

Donc F: ^ — ^,pour fatisfaire à la condition tequife, doit avoir la forme par- 
ticulière que voici : 


* 
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y X 

( 's ~~ÿ~ ^ ^ . _L y~* « * y' f y* ) N 

\y — *J \r"^A' y — «)/’ 

( ^S9 ). Mainfîmnt l’on propofe <i = C f :(«)•+■/:( t ) , où « eft fonôion 
«le i- , 6c J , & où C, » & » ne renferment que * 6c y ; &C l'on demande de 
déterminer les fonâinr.s arbitraires pour qu'elles fatisfafl’ent aux deux conditions 
Anvantes ; i°. qu’en fsilânt_y =r: X , on ait { = K ; i°. qii’en faifant y = X ï , 
on ait f = A' I ; par X,Xi,K,Kion entend des fonctions données de ar 6c 
de confiantes. 

Je fuppofe qu’en faifant fucccfTivement les fubftitutions précédentes , on tire 
, de la propofée les deux équatipns que voici , 



{B ) A i <=z B i f:(OTi)-t-/:(ni). 

Cela pofé, on fera n = r , 6c lorfqu’on en aura tiré la valeur de x en fonélion 
de r , on mettra cette valeur dans l’équation A, qui deviendra par-là 

in V r=flf:(T) -»./:(/). 

On fera aufü a i = r , 6c en opérant fur l’équation B comme nous avons fait 
fur l'équation A y on aura 

{D) Tl ex.8 I A:(ti) 4 -/: ( O- 

On Otera l’équation Z) de l’équation C, ce qui donnera 
■(Z) T Ti==«/’:(t) — 

Il me refie à traiter l’équaiion E ; pour cela j’imagine une fonftion U d’une 
nouvelle vari.ible u , telle que t = 6/ ôc ti = l/’ , U' étant ce t|ue devient V 
lorfque u devient « -+- i ; puis je lire de t = 6/ la valeur de / en fonâi m de V , 
6c par coiiféqucnt aufli la valeur t i en fonâion de la même qiianiité; fi ctllc-ci 
x= U \ , j’aurai U' — U l , équations aux différences finies de laquelle , dans 
beaucoup de cas , je pourrai liier la valeur de U en fonflioii de u. Je mettrai 
pour t fa valeur en fonflion de U dans l’équation A , 6c comme par cette fubffi- 
tution elle viendra de cette forme, 

(JC) F:(£y'), 

JV y y la y \ étant des fonctions données de U ; le problème pourra toujours 
le réduire, iorfqu’on aura V «n fortOion de «, à l'intégration d’une équation 
linéaire du premier ordre aux différences finies. Je vais éclaircir cette théorie par 
un exemple. 

( 590 ). L’équation -J- a "f- ^ s=: o, a pour intégrale com- 

p’éte (n*. 50i)î=r;F:(ri_y^jt)-t-/:(rijy-f-ar) lorfque les racines 
ri 6c r 1 de l’équation du fécond t'egré 1 * -4- <r r -f- à o font inégales. 
On demande de déterminer les fondions arbitraires di manière qu’el'es fiiisfafTeot 
aux deux conditio.ts fuivanies , i“. qu’ui faifant ^ = e ar , on ait tj — i*' î 

1 °. 
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1®. qu’en faifant y = A jr , on ait { — i a , A , A , » , x 6c /x font des quan- 
tités coudantes. 

Par CCS lubditutions , en tire de la propofée 
Aa:* = /’;[(ari i) 

ix'^ == F :[{hri i).ar] -t-/:[(Arx-}- i) .x]. 

Soit ( a r 1 t ) x =z= t , 5c la première deriendra 

t'> • 

foit'audi (An -f- i) x = r, ce qui changera l’autre en celle-ci,' 


(J, 
Donc 




:c —Il = F: t^-^F : 0 - 

(an-t-i)» (*,s-t-i)“ \ari-t-i J \hri+i J 


A r I 


On fera * t z= U U 

Fit X — f— â» k t X 


t=U'; 


d’où l’on tirera U'=RU, en faifant pour abréger, \ 

’ ’ (An -i- i ) ( J/ 1 -t- 1 ) 

On intég-era cette équation aux différences finies, 6c on trouvera U = /î*. 

Mais en a 

i(ara-4-irr“ = f; (£/) _ f ; (Z/' ) « A f : (tT") ; 

(an-*.,,C‘(Ara-t-.)'‘ 

donc /’:(!/)= '‘S±LL±1^— 


SZ7 “ _ 


■s.U'' cond. 


[(arn-i)(An.a.i)].“ (an-*- ly 

De plus , è/'“ étant égal à èv'““ , 5c S ft”* à la fomme de la progredion géomé- 
trique ou n£l ;iled cljir qt’es6r'“= . 

R<“ — 1 R/* — I 


On trouvera de la même m.inicre que lU'‘ — 


A' — 1 


; 6c que par conlëquent 
•(An-*-i)(jrï-l'i)' 


J I (ara -H .Kart-,- oJ ) 

- b (U^ — ft* /') + confiante ; 

l(A — a)^r I — n)J \ l(Ar » -*. I ) ( a n I )J y 

équation à laquelle on peut donner cette forme plus fimple, 
r./r/s — ; r (<>rt-f-i)C/ "lu if (An-*-i)C/ qx , r 


PanU II, 


Z Z Z, 
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Donc 


F:('tLL±J.A 


r_LnL±jli_>_ I r (<«ri-4-o(*ri-i ,y - ta _ _ 

i.(A— -i)(ri — ri)J ri)J ' 


& par confequent 


f- M— a F * lYi ,T (11' _ r 

lafl-r-lJV. L(A — a) (r I — ;-s)J y ! (ÏZ- j) 1 _ r . ) J 

II fuit de tout cela que pour que l’intégrale propoféc fatiifané aux conditions 
Tequil'es, il faut qu’elle foit 


r (ars a- i)( riy-t-« ')-[« . r(< r i 1 ) (r t y , y r ny+ xla 

L(A — a) (rl — rï) J L (A — rî)J larl-f-lj 

(Ari -f- I ) ( a r r -^i1 "lA y rfAri-J- i) (r 1 y -t-r ) “jA 

(A — a)fri — ra ) J L (A — «)'''• — ri) J 



Nous ne nous étendrons pas davantage fur la détermination des fondions 
arbitraires qui entrent dans les intégrales complètes des équations aux dilFércnces 
partielles ; 6t nous tenninerons ce chapitre par remarquer que 11 les conditions 
auxquelles on aura à fatistaire ne peuvent pas s’exprimer algébriquement ; ou , 
ce qui revient au même, fi elles ne font pas foumifes à la loi de continuité, 
il faudra recourir aux furfaces courbes pour conftruire les fonâions arbitraires. 


CHAPITRE VIII. 

Usage du calcul aux différences 

PARTI ELLES POUR RESOUDRE LE PROBLÈME 
DU RETOUR DES SUITES, SUIVI d’u N 
SUPPLÉMENT A LA MÉTHODE DES 
VARIATIONS. 

(î 9 î )• N O U s avons renvoyé à ce chapitre les problèmes fur le retour des 
fuites. Nous ferons ufage pour les réi’oudre du calcul aux ditférenccs partielles. 
Mais il faut auparava t préfenter f'Us une forme plus générale que nous ne l’avons 
fait 11°. 165, le tlièorénie de T.iylor. Nous l’énoncerons de la manière fuivante. 

Pour développer U'e fonélion f' de plulicurs quantités r, a , ar , y, 6éc. 
dans une fuite ordonnée par rapport aux puilfances de l’une d’elles, de t par 
exemple , fi on déligne par U la valeur de V qui répond à r = o , & par 

U' , U", ce que deviennent -ÉJL. -^ 4 - > » c’eA-i- 

* il ^ dt'- ’ <U\ 


ET DU CALCUL IKTiCRAL.' 

dire les diiTérentielles fuccelTives de V prifes par rapport à t 6c dlvifées par 
</r, dt' , du f iic. , lorfqu’on fait r = o f'’= U , on aura 

t* rr, . »' 




U’. 


U" 


6cc. 


1.1 1 . 1 . ] 

Pour développer la même fonflion dans une fuite ordonnée par rapport aux 
puilTances de r 6c de u .• foit U la valeur de y qui répond à r = oô<tt = o; 
dé/îgnon$ aufli par £^' i , £/' i , V’ i, U'x.L"’], V" x , U"'x,bic. 


dV 

d t 


ce que deviennent 
lorfqu’on fait r =r O , u = 

y^u tU’ \-\- 

-^uV'x^ . 


d V 
~du 


d'-V 


d- V 


V d' V 


d' l' 


dt' ’ ét du* du‘^ ’ dO * dt'-du 
O td. y = U; on aura ( n°. 154 ) 

r‘ rn . »’ 


,6cc. 


1 . 1 

U t 


.U> 1 - 

iC'Ti- 


i.i.j 

r* U • 

' • Î.-T 


U' 

3 V" 2 


I *4— 6cc* 




.1.3 


1.Î.3 


C/"'s 

l /'"4 


Il eût été facile de développet ^dans une fuite ordonnée par rapport aux.pul/» 
fances de trois , de quatre , &c. des quantités qu’elics renferment. 

(391). Cela pofé, étant donné { ==> 1 / , U cft une fonÛion de /, af, 
qui devient fonéiion de t feul lotfque * ™ o , trouver la valeur de j 6c même 
d'ur.e forftion donnée Z de en r 6c a: , par une fuite ordonnée relativement 
aux puid'ances de *. 

Nous nommeront S la valeur de Z qui répond A ara=o , 6c 


Sx, 

Sx,. 

•^ 3 . 

S 4 , 

6cc. ce que deviennent 

dZ 

d' Z 

d ' Z 

d* Z 

6cc. lorfqu’on fait a: = o id Z s= S j 

du * 

dx'- * 

d*> ’ 

dm* * 


6c nous aurons 

Z =3 5 ' -t- »• iS" I -f- — S i “ 4 — — S 3 * 4 - — * >^4-4- êcc. 

i.i 1.1.3 

Maintenant 11 nous prenons l'équation plus générale j = p: 1 / ^ 6c que nous 
fuppcfions d U sa d[-\- dx- 4 - dt, où il eft clair que la 

^ a X a t * 

caraflériflique f ne doit point être confondue avec là caraâérillique d, nous 
aurons en la dilFercmiant dcu.x fois, l’une par rapport à ar, l’autre par rapport 
à r, ces deux équations 


_ / 

< tu 

df 

dx 1 


d M 

1 


dt 

ut 

< dt 

dt 


tu \ 
dx •J 
tu \ 
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On éliminera la fonftion arbitraire après avoir fait pour abréger 

tu lu V tL V II 

-1±_ ; = y , U on aura — 1- = f'- .V. . 

il X é t d X a t 

dZ _ J ^ dj_ dZ 
d ^ d X * dt 


Mais 


d X 

(O . 


^ : on aura donc aufli 

d ^ a t 


dZ _ y dZ 

d X d t 


Cette équation étant différentiée fucceflTivement par rapport à x 6c à r , oni 
en tire 

d y éz , ^ J' Z d' Z d y 
+ '^-rrrr. -rrrr =* ~jj- 


d *•■ 
partant 


d X 


d t 


dxdt d xdi 


J Z .y d'Z 

d t iy 


d' Z 

d x'- 


= dx dx ^ dt <11 ^ 


d' Z 
di'- 


On trouveauffi = y UL J.L ^ JiL , 

XX dti dx ^ dx di di ^ dx * 

dy ty 'dr ly 9 r- dy ,,dv ,,iv ty 

^ , ot par confeqnent ^=V 


dt 


c’eil pourquoi fi Ton fait pour abréger — y 


yi. 


on aura 


d' Z 
dx'- 


ssi y 


dy 

d t 


dZ 

dt 

d' Z 
dx'- 


+ yt SS. 

dy 




d. y<- 


dZ 


ou (l) 


Nous ferons encore pour abréger 
yi. 


dt 


y 1 


tyt 


ty t 


tyx 

d X 


d X d t 

JSl — y JJh. =y 4 . Sic, d ou 

d X d t 


~yJZ±. . 

dt 

nous tirerons 


dt 


y U 


dy I 


dx 


yx -^ y 


dVt 


dx 


y i-^y 


dyi 

d t ’ d X 


y 3 


dy -x 

dt" 


Alors ayant différcniié l’équation (a) par rapport à x, ce qui donne 


d> Z 
dx> 


s= A'* 


rf’ Z 
dt' dx 




/K 
d t 


yi) 


Z 


dxdt 


+i 


fi on y met pour 
t ‘‘'y 

^ p°'^^rnrx’ ■ 


■ 0 '' 
</> Z 


d' y 


dxdt 
d- Z 


+ X 


dV dV 


dt d X dx 

, leurs, valeurs tirées de l’équation ( i ) ,' 


dVi 




dt'^ds dt d K 

^ , — yS leurs valeurs tirées des équations qui fiiiveiit,’ 


dx 


d X 


on 
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dx> — dt' dt dt' d,- J, -<- 3 '^'^* di' ^ 

. .r^ '<^' dy JZ ^^dy, d Z dZ 

TT 3 T7 TT î ^“7T" TT ^ ^ ~dr > 


ou ( } ) . 


^ ., ./Z 

î Tt 3“ TT- 


On trouvera de la même manière 


d'^.y'rti— d-yf’i~ 

. dt d t 

* 3 " ^ 571 1 " 4 771 




ir 4 Z 

TT^ 


&c. D’où il fuit que fi nous nommons Ki, K i, AT3,X4, &e. ce que 

J . ■ , d'Z d- Z d' Z à>Z , , ^ 

deviennent les valeurs de , "JJ!" > -ypp- , Nc. lorfqu on fait x s= o 

ht Z ^ S f nous aurons 

Z u= S -H x£i 4 - A 1 + 7 ^ ^ 3 : 4-7777777 '* 4 - 4 - &'c.; 

pour la valeur de Z,"firêe de l’équation j = U. 

( 393 ). Nous prendrons pour exemple { =a r -f- x ^f, où /f eft fonâion 
de { feul. 

Alors 4 / =3 r H- X H , 77“ 1 « ^ <=//, f’’ i *=*o, /'a c= O, &c. 

d'où l’on tire , en nommant 

S , Al, A'i, A'3, A4, 6tc. ce que deviennent 

d-æ~ d-.IO— d^.H*-^ 

5z ,ii a« d t „ 

-Z , ■« -77- , 77 , 771 > Tjü , occ. 

lorfqu’on fait x ss o 6c ^ = t , 

Z=aS-^-x K t - 4 - 77J A Z -t- 77777 A 3 - 4 “ 7777777 A 4 +• 8cc.' 

( 394 ). Ce beau théorème eft de Lagrange. Newton e_fi le premier qui fe foit 
occupé du retour des fuites. Il fe propofe d* tirer la valeur de ^ dans cette 
équation g =» ay -4. f jy» ^ cj» -4. j -4. tiC. 

Pour réfoudre un problème analogue, nous ferons 

/f = A ^ r 7 > 4- it J'* -{- / jt -4- &c. 

Parût l U Aaag 
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où nous meîtrons t pour ^ ; &t fi nous ne voulons que la valeur de { , nous 

i Z 

ferons en outre Z = -j— = l . Cela pofé , à caufc de 

d • ff'" 

— — =s 4 A- f* -h 1 • 5 A / /♦ 4- 6 ( 1 A i 4- ;» ) rt -I- &tc. , 


y» -H > 

dt' 
à' -H* 
d t* 


— 5 . 6 A) — 3 - 6 ‘ J h'- i — Sic. , 

6 • -J • S h* rt H- Sic. , 


Nous aurons , comme l’a trouvd Nesrton , 

{*=/ A » /* -f- (i A* — i x) r* -4-( 5 A* x* ^ h i x' — - kx) t* -fî 

( 14 As art — 1 /■ A 1 r x' -+. 3 ( i A A -4- ) x» — / x) f' -4- Scc. 

( ^95 )• Soit encore H = a fin, m h fin, n j -4- c fin. p^-\- Sfc. , Si l’on 
ne demande que I4 valeur de { par une fuite ordonnée relativement aux puiflances 
de X. 

De H =a a fin. mt-^ b fin. n t -{• c fin. pt-^ &c. , on tire 
d • 

— — = a (a fin. wjf -4- A fin. nr-4-cfin./> t + Sic. ) (macos. mr>4-nA cos. nr -4* 

P c coi.pt-i- Sic, ) = ( n°. 7) m a' fin. a/nr >4- ( m -f- n) t h fin. -4- n' f — 

( m — n ) fl A fin. (m n) t -+- n A'fin. a/ir-4-( m -f- p)ac fin. (m-i-p)i-^ 

(m — p) ( t” P) ‘ (”■+*/’) b c fin. ( n -f- /r ) r — ( n p ) 

Ac fin. ( n — p) t-^pc' fin. i/> t + Sic. , 
d'^ • H* 

— = a • 3 (afin. mr-4-Afin.nr-4-cfin./>r-4-Stc.) (macos. mr-4-/iAcos. nt-^ 
pccos.pl -4- Sic. )’ — 3 (flfin.mr+ Afin, n / 4. c fin. ;»f-4- Sic. )*(m* a fin. mr -4» 
71' A fin. ni + p' c fin. /I r -4- Sic. ) = — ■ ^ mr — 

i^^-^-Ha' + e‘)fiin.nr — ■^-^^-^-|-fl*-HA* ^ fin./» 7-4-^ 


m' a> fin. 3 m r - 4 - n* A* fin. 3/17-4- />' ci fin. 3 /» 7 -4- — ( a m -4- n )• 

fin. (am- 4 -/j )7 ^ * (am — n)» fin. (am — /i)t- 4 - — ( a « - 4 - m )* 

fin. (a/t- 4 -m )7 — ^ (1 n — - m)> fin. ( a n— m) 7 -4. • 5 -^— ( a ^ -4- m )* 

fin. ( a /> - 4 - ra ) 7 — (a/» — m)* fin. (a/> — m) 7 - 4 - ( a m - 4 -/> )* 

fin. (am- 4-/>)7 — ^ ( a m — fin. (am— />) 7 - 4 - ^ ^ ^ ( a n -4- /» )' 


a-4 


fin. (a/i- 4-/>)7 — — p )' fin. ( 1 « — />) 7 -4- ( 1 /> -f' 
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fin. — (l/> — n)> fin. ( \p — n)t-^{abc [ (/n 4- /!-»-;>)» 

fin. — n — p fin. ' m ~ n — p) t — pY 

fin. (TO-t-n — p) t {m — «4-/1 )* fin. (m— n-4-^)/]-t- &c. , 

&c. II ne refie plus qu’à fubfiituer ces valeurs dans' 

{ = J-|_ar/f 1 4. ^Xi4-^^^K34- 77»*. , . 4 - 4 - &c- 

(596). Nous avons trouvé (n*. 111) entre l’anomalie vraie C & l’anomalie 
moyenne X cette équation difierenticllc 


JX 

d: 




iX 

"))*°“ 't 


l'- 
en fiiifant C -T- ^ — - .1. 

Par la méthode du n®. 385 , en fuppofant 

île C— 

J (*•+-» cos. { )• 1 -4- < C04. { *” J I 




c CO». (C.^n))*““ d [ (l-«-c cos. ( ) ' 

n >= { , !< nommant a le demi-grand axe hn ai l’excentricité.' 
» -0- c. ® 


I -t- t CO». ^ ’ 

mous trouvons A = 7777* > t'- ‘ Nous trouvons en outre ( n°. 384) 

C *^e a J (i — t')v , I — CO», r 

J r^ccos.c “ 7^,7’ ^ 


■ cos. { 


t cos. î 

11 ne fera pas aufli facile de tirer de la même éqsntion la' 9 alïur”de 7 en X, te c’tft 
cependant le prliW 5 n«-qirtt faut réfoudre, & qui eft connu fous le nom de pro- 
blème de Kepler. 

T 


( Î97 )• En développant ^ 


^ , on trouve 


nos. 

* — ^ ' 'OS. ^ 4- 3 {» cos. 3;» — 4 ci cos. ji 4- 3 t» co$. ^4 ; 

fi nous ne voulons pas pouflTer l’approximation au-delà des quatrièmes puilfances 
de excer.tfiti e , qui relativement à Taxe de l’orbite, eft toujours une quantité 
tre-.-peii'e. Or celte fuite étant ch,ingée en celle-ci 

> + î ‘‘ -H V ( 1 ' 4 - 3 '> ) cos. î4- (1 c* 4-1 e4 ) COS.1 c cos. 3 r 
- 4 - î <4 cos. 4 J, on a ; ' * 


/ 


t 


(> 


- c cos. 




( I 4- I e* '-»- V *■* ) î ( 1 < -4- J <» ) fin. { 4^ 


( ^ c’ 4 - : <4 ) fin. 1 { — ~ fin. 3 V 4 - f. <4 fin.'^ 3 , 
& , muUipliart par 

( ' - «• ) ^ = I — I c* 4 - I C 4 


1 4. i e‘ -t il (4 > 

■^'=î icfin.îH- (le* 4-1,4) finj 3 3 4. ^ ,4 fi„. 4 
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£a prcjijnt donc . ..... ' , ' 

e* 

fin. ^ -+- i*') fin. +. — fin. jîjïifin. 4^; 

en lircrï dts calculs précédeiis ' 

î = A'H- ( 1 i — i il ) (in. A-f. «4 ) fin. 1 

. H'’fin--îA-t-.i5^iifin.4X 

Relativement au' prob'jme- de Kepler &c ‘aux problèmes analogues, on peut 
■donlulter mon Imroduihon à l'Adronomi* phyfi jue. 

( 598). L’intégrale première d’une équation dilTétentielle du (econd ordre étant 


-f- Mi -H 


M' 


/t, 


'—7^ &c. mx a , oii M , Mi, &c. renferment les 

* Vf 

.variables ,t, n' Sijles arbitraires fonélions de a; foui ; je ferai — = St 
ayant fubditué dins — fi* valeur en*- & r,’ 

en déterminer.! les arbitraires de manière que la fuppofitioh de sr = 0 fafie difpa- 
roitre ^ces co-e!îiciens. Soit reprél'cmée l’iotégrale ainû préparée par 

£ll.'±L'V±l 

l' 

^ i d I) X ^ 11 . 




> Scc.-; on aura (n°. 591) 


U = t + "d" 


{ i jt i/jt r' dx 


. Stc. 


r d g l 

T ~ 


t d g 1 

T ~ 


■ Stc. 


St il fera facile de trouver enfuite 

11 ' .. il' ... - tv 




-iVt . 

ix 


Or ar ^ O, fend { = t i ayant donc fait .«s=o St i~ l, on fçrmera 
d.y>' •. „ • 

‘ » ~~hir ^ 


dt 


dt 


A'i.Stc., 


& l’on en tirera j' ‘ 

— Kl — *- — /Tî + Ste.; 

I . î 1 . 1. î .... 

on tirera de l’autre intégrale preiqière complète ( n°. 550 ) 

{ =; 8 4 , I V — 4 - H- &c. , 

I . a 1.1.3 

St, éliminant j, cette intégrale finie 

m(Ki - Hi)-^ — — (Kj -//)) 4 -&c. 

i.j'^ i.j.j 

Nous ne poufferons pas plus loin cés applications de la théorie du retour des , 
fuites , St nous tcr.ninerons ce diapitre, gt l’ouvrage entier , par géiiéraüfcr j^a 
pro’ulème de la méthode def variations dont nous nous fommes occupés 
&c 35.(. . (5P9). 
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formule yS f // jf , où C renferme x , y, une fonflion { de cei 
varuble^ , & les différences partielles de tous les ordres de cette fonfîioii ; cette 
formule , dis-je , étant propofee , on demande quelle feroit fa variation , (i la 
quantité ^ venoit a varier d’une manière quelconque. Nous avons démontré 
dans les cites que t'fSCJxdy fS J x d y ï i ; or ti l’on fuppofe 


«f f r= Jj dx -4— M dy • 

-t- /* u' <2 </ . 


QV 


. Ndi 


■ P'dJS 

dy 


àx* 

dit dy 


-t- QV_il£_ 


■R .f .f&c. ; 

R' d ■ ■ 

dx*Jy 


dy' 


dx dy' 

R"'d^'^ 


à caufe de P ~L ~ r d ^ 

dx TÇ- 

on aura 

ffSCdxdy 

•t-P JJX . 

d* 

P' JJi . 


4 y 


- fS d X J y (A^/ç 



dy\ 


&c. ). 


èVî 


,&c.; 


Mais 

fspd^ dxdy = Sdy f Pih dx^ S P/î dy- SdyfJ^ t^dx = 

SPlldy—fs ^ndxdy, 

fsP'i^dxdy=rdxSF^Mdy=fP'S'ldx — fJxSJ^lldyx 

fFlidx—J'sJ^lldxdy, 

fSQJ^dxdy^Sdy fQj^dxr=xSQJ^dy-^ 

^ V f « S ( (> ^ ^fs - ? 

^ ‘i>^dyx=%dy J' q' dx=Sq dy — 

Partit II, B b b b 
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/Sff 

J^ dxS 

P ^nd.d. 
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~d^ ' ^ 


f d. s q: il'.'.*, 
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dj^ 


rf-7 

d/ 


- 1 ^"- J'J -^^■ 

dy 


d.pj^f-. 

,S(Ri'-'‘' i 


SR 


d >? ddj^ 
ax d X 


dy • 


dV_î_ 

■ 4f ^0* 


/*-7?-"''i‘'''> ■ 

^ ‘'7 = P‘- ^ -> - 

‘ /’ 4 f - 4 Ï- ^ <: 4 f 4 ?-- 

'0 •'■'+ niîfr''''*''- ’ 
rs "■ ^ = S.^/Vî. * ^,KJ^dy- 

rj„s_'51- -?.'>- = A- 4?'- — -i^ 'I + s '■'“'.r 

' dx dv* «'y ‘'j' 

__ ^ dO ji or * 


/**' W'"''' 

f{^ - 4 ^ - “ -d ' w '- 

/sr =/(«•" çi' - '.i' 'ÿ + ^ 

pjL^n^ddy, 


dy' *' «(y «'y ^ 

_f^V— /s w 


^î) :/* — 


“'d* 

&c. ; donc J' ÇsCdx dy 
JSdxdjfi{N— ■ 


dP 

d X 

dP* 


H- Q 

dx' 

H-p: 

dx sy 

d' q' 


dy^ 


4^+5 cc.) 

d> R' 
dx' d y 
d' R> , 
dx a y' 
é'R"‘ 
dy\ 


r ■ 
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fl’ H‘ 

~3x'' 

rfj' dxdy 
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dy 
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dy 


dy\ 

•+■ &C.) 


y </:c (A"'— &c. ) &c- 

-f- S (P 


H- S</_y 



4- &c. ) 


(iî-.&c.) 


/S devant dtre un plus grand ou ,m 

loindre . on fuDDofc nur U nr,.^..r ^ 

■ 6tc. =s O, 


AT— 

d'Q 


<<• « 

</x ^ 

dx* 


ax* 

“-■4^ + 

d'Q‘ 


-ï Æ' 

dy 

d X dy 


dx'dy 

4- 

rf’Q' 
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dxdy^ 
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Dins l’exemple. du n°. 35J, C» ax i ^ (li")*’ 


te l'équation précédente Te réduit à 




=o9. 


FIN. . 



De l’Imprimerie de CELLOT, rae des Ûrjnds-Auguftlns , n®. 19. 
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